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Dans le deuxiéme mémoire® nous avons considéré 1’équation différ-
entielle ’

dy _P(a,9)
1 r—L = s
sous la condition que 1’équation différentielle
dy _ Py(y)
2 Y L oY)
(2) dt  Quy)

admette une solution périodique, holomorphe pour ;< Jt<z, et admettant
une peériode réelle w, ot P(x,y) et Q(x,y) sont des polynomes de y sans
facteur commun, leurs coefficients étant des fonctions réguliéres de «
pour |x[<<A et P(0,5)=Pyy), Q0,y)=CQ0(y).

Supposons maintenant qu’il y a des points critiques d’une solution
de (2) pour (=7, et qu’il y a une branche ¢(¢,t) de cette solution
admettant la période réelle w. Dans ce cas, le point critique ¢(t,,t,)=7
est un pdle du seecond membre de (2). Pour fixer les idées, nous supposons
qu’il est un pdle du premier ordre. Sans perdre la généralité, on peut
supposer que 7=0, et Yt—=7,—=0. Donc nous remplacons (1) et (2) par les
équations différentielles : ' '

’ dy — P(w,y) =
(1) vt~ D) (Q(@,0)20)
et
(2) dy_ Py
dt yQ(y)

Désignons par D,, le domaine: to—(m+1)w+3<%t<t0-—(m—1)w_—6, 0<
Stz (m=0,1,2, «++, >0, 0>0), et par D la réunion O D,,.

m=0
Notre but est a démontrer le théoréme suivant:
Théoreme. S’il existe une solution de (1’) telle que ‘y(tg—mcu)=0
(m=0,1,2,...,0>0) et st ty,=Ilog x,(<0) est assez grand en module, cette
solution est développable en une série uniformement convergente

(3) y(t)=¢(t,to)(1+§:;1 it t)e”)

1 Katd, Sur les pointo singuliers des équations différentielles du premier ordre.
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pour teD, oz les p,(t,t,) sont des fonctions périodiques admettant la période
réelle w, et holomorphes dans D sauf les points t,—mw qui sont des points
critiques algebriques reguliers.
Si 'on pose x=e¢%, 1’équation différentielle (1’) devient
(4) dy _ p(e'e,y)
dit yQ(e’s,y)
Cherchons d’abord une solution formelle telle que

(5) y(O)=¢(t,t) 1+ X pitt)e"e) .
On obtient pour déterminer p,(¢,f,) une équation de la forme
dp, 1 [ d d
(6) d (0Qu(¢)}* P Qo(9) ap o(p)—@Po(9) dg o(¢)

2 Fn(¢9p19 oo 7pn—1)
’*ZPD 0 )_ 0 n ’
(P) Qo (P)—n{PQu(9)} ]p + 0

ol F, est un polynome de ¢,pi,...,P,1. Supposons que la fonction
py(t,t,) satisfasse pour j<<» a la condition suivante: ZElle est réguliére
dans le domaine ®,:ty—w +6< RE<ty+w—0, —8'<t<r, sur la surface
de Riemann de 1/#—¢,, ¢’ étant un nombre positif assez petit. Le
coefficient de p, dans le second membre de (6) admet {=¢, comme un
pdle du premier ordre ou le résidu est —1. Il existe done une seule
solution admettant t=¢, comme point régulier, la-valeur initiale étant
égale a

Daltorts) = 2b° Fo(0,03(Fut)s « « +Prsltorts) »

o
ou a,=P(0,0), b=@Q(0,0). Elle peut s’écrire
— PO(SD(t,tO)) —-nt ! Fn(spapl’,’ .. ypn,——l)em
7 n(Cs Tg) = E— dt
(7) 201 {9(£,8) }*Qu(¢(2,20)) ¢ S‘O Py()Qu(¢)

On en conclut qu’elle aussi satisfait a la condition susdite. Nous démon-
trerons la convergence de (5) pour |e’e|<A et {€D,.
Soit
(8) ¢®

_ 1 [
& {Qle))
—2P,(¢)Qu(9) e+ Ru(e'eit tod)

#Qu(9) 3"5 Po(9)— ¢ Po(9) -2 Qu(p)
@ de

I’équation en z—1 (y—Hy) ol
¢

: N-1 :
HN(ets7t7tO) =(1 + lepj(t?tﬁ)ejtej) .
j=

Nous pouvons choisir des constantes A, By, A;, p;, de maniére que 1’on
ait

- (9) | Ry (&,8,t0,2)| < Al2] + Brlél”

pour [&]<<A;,  [z[<pr '
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Désignons par § la famille des fonctions ¢(¢,f) satisfaisant aux
conditions suivantes:

1) ¢(&,t) est une fonection réguliere pour |[£/<<4,, (€D, n’ayant
qu’un seul point critique t=t%,, ot A, est un nombre positif satisfaisant
aux inégalités A,<<A,, KA"<p, AK*A"<e,, e étant un nombre positif
~ assez petit.

2) ¢(&,t) satisfait a 1’inégalité

(10) lo(¢, D<K,
ol N et K sont des constantes indépendantes de ¢.

Désignons par T la transformation qui fait correspondre a ¢ la
fonction ¥'(¢,t)=0(e™',t) ou

_ Pye) St Qy(9)
D(e,t)= +0.(¢) Po(SU) Ry(ele, t,ty, Pleve, t)dt .
Démontrons, a I’aide du theoreme d’existence des points invariants, qu’il
existe dans ¥ une fonection ¢ telle que ¢(&,8)=¥(&,t) pour |&[<A,, teD,.

D’abord ¢e@ entraine ZeyF. En effet, on voit facilement que ¥'(&,t)
est une fonction réguliére n ayant qu’un point critique ¢{=¢,. L’inégalité
(9) entraine

0D IS AR Dlel 4 Byt

x [e| ¥ |t|¢t‘0| < M(e(lj';%BN)_ PLERTEIRE

M et m sont des nombres positifs satisfaisant a m <= "?3;-< M pour
ol ¥

t€D, et C est un nombre positif satisfaisant a |¢*|>C|t—t,| pour tcD,.
Done, pour que ’on ait

P&, DI<KI|s”
il suffit de determlner N et K de maniére que

M(€1+qu); W8 |
Cm

On peut ensuite déterminer A, de maniére que les inégalités KAF<p,
AKAY e, soient remplies.

La continuité de la transformation 7. Supposons qu’une suite {¢,}
extraite de § converge uniformément vers ¢ pour |g|<<A,, t€D,. 11
suffit de montrer que la suite correspondante {¥,}, converge uniformé-
ment vers la correspondante ¥ de ¢. D’aprés la condition (10), on peut

faire correspondre aux nombres positifs quelconques &', A’ (<A, &', 7)
un entier N tel que

| — Pl elEIT

pour n>N', [E|[<A—A', tH—0+0+A <R+ o+d—A", —§+A'<
Jt<r—-A’s, On obtient
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(&, )~ T, zs)|<72MAK o bl 2MAK 4 ovigrncs

l¢?l = Cm

ol A’ est une constante indépendante de n. Par suite ¥ (£, t) converge
uniformément vers ¥ (&, ¢) pour [£[<A,, teD,. Il est évident que la
famille ¥ est fermée, convexe et normale.

Par conséquent, il existe une fonction ¢(¢, ?) telle que ¢(&, t)=¥ (g, ¢).
¢(e'e, t) est alors une solution de 1’équation différentielle (8). ¢(e’e, t)
dépendant de ¢, et de NN, nous ’écrirons ¢y(e’, t, t,). Elle est une seule
solution telle que ¢ est borné pour t—t¢, car t=t, est un point singulier
de Briot et Bouquet de (8). On en conclut que la solution de (4)

$(ete, t7 t0)=¢(t’ t&))(HN(ete7 t; to) +¢N(ete7 ta to))

est indépendante de N. ¢(&, ¢, t,) étant réguliére pour |£]<A,, t€D,, on
a le développement

(&, t, t) =¢(t t)(L+ 3, Pyt £)E)
=
uniformément convergent pour |[&]<{A,, €D,, Si 1'on pose =1,

y={(e', t, t,) répresente la solution pour |¢!|<A,, £€D,.
*  En remplacant ¢, par t,—mw, on obtient de méme la solution

(11) 9, t, tr—me) = (b, &)L+ X, Di(t, ts—me)e”)
réguliér pour |e!|<<A,, teD,,, D,, étant le domaine — o' <Jt<z, tp—(Mm+1)w
+ o< N<ty—(m—1)wo—48 sur la surface de Riemann de i—¢,+mow.
pu(t, ty—mo) §'éerit p(t+w, t,—(m—1)w) pour teD,,.
On voit facilement que

y(t)— (¢, t)A +pi(t, ty—mw)e’) =0(e*%~™) (m—>c0)
pour t€9,,. On peut en conclure que

@(t, to) {01t +mw, t) — it + Mo, t)— @)} =0(e*%"™)  (m—>=0)
pour t+mo €D ~D; ou

@(t, t){0i(t, t) —Du(E, to— @)} &' =0(e*0™") (m—>o0)
pour (€D, ~D;. Le premier membre étant indépendant de m, on a

0:1(E, L) =012, ty—w)=p,(t+ @, t,)
pour teD,~D,. Cette relation montre la périodicité de »,(¢, t,) dans D.
On peut démontrer de méme le périodicité de p;(t, ¢,). Le théoreme est
done établi.

Nous avons suppose que 7=o(t,, t,) ait été un podle du premier ordre
du second membre de (2). Mais cela n’est pas essentiel. On obtiendra
 une conclusion analogue quoiqu’il en soit un pdle d’ordre quelconque.

En termenant ce mémoire, je remercie Professeur Masuo Hukuhara
de la bienveillance sincére en me donnant de diverses suggestions prof-
itables. L :
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