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Abstract

　　We　present　explicit　critical　exponen七〇f　lblowup　for　logarithmic　version　of　nonlinear　heat

equation　ef　FUjita　type　on　generaliZed　paraboloidal　domains．　Th治gives　a　concrete　example

to　eur　formeエresult　on　the　existence　of　critical　exponent　f（〕r　loga　rithmic　nonlinearity．

1 Introduction

In餌，　Fujita　showed丘）r　the　fiTst毛ime　the　so　called　Fujita　phenom．enon　fc〕r　the　initial　value

pro1〕lem　of　the　nonlineaエheaむequation　on」Rハf

生胱

＝△u十up， u（o，x）＝Uo（x）．

Nanユely，　there　exists　a　critical　value　p＊＝1十2／N　such　that　for　1〈p＜p＊the　solution　fbI

any　non－negative　non－zero　initial　dat　a　bIows　up　in　finite　time，　whereas　for　p＞p’七he　solutio皿

is七ime－global　for　su田ciently　small　non。negative　initia1　data．　This　phenomenon　was　extended

to　many　directions．　Among　others　we　mentio皿Levine．Meier［3］，who　showed　that　in　a　conic　al

domain　D　with　spherical　prefileΩthe　F可ita戸type　phenomenon　occurs　for　the　solutions　of

the　homogeneous　Dirichlet　boundary　condition　with　the　critical　exponent　p＊＝1十2／（N十”）’），

where　7　is　the　posi七ive　root　of　the　quadratic　equation　72十（N－2）7一ω＝＝Oandωis　the

first　Dirichlet　eigenvalue　of　the（positive）Laplace－Beltrami　operator　of　the　spherical　do皿ain

∫2．In［2L　we　intエoduced　logarithmic　nonlineaxity　of　the　form

∂u
颪＝△u＋u（・1・g9・u）P

u（O，x）ニ．Uo（x）in　D，

in　｛t　＞　0｝　 〉（　」D，

　　　ul∂D＝0，

（Ll）

where　the皿ew　fUnction　symbol　logg　u　in　the　nonlinear　term　was　defined　as　follows：

1・g9・u－

log　u十1
　　　工

1－－10g　u

fbr　u≧1，

fbr　O＜u＜1，
（1．2）

with　the　convention　lo990＝αWe　proved　there　the　absもract　eXistence　of　critical　eXPonent

of　blowup　p＊in　this　setting　without　specifying　the　domain」D．　Now　we　consider　the　above

equation　on　generalized　paraboloida1　domains　of　the　fbrm

XN＞1〆lg＋o， （1．3）

1Partia皿y　suppo士ted　by　Grant－in－Aid　fbr　Scientific　Research　No．20540157
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with　some　q＞1，　and　show　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆一α皇、・　　　　（・・4）

Note　that　f（｝r　Fujita，s　original　no皿linearity，　these　domains　as　well　as　cylindエical　ones　always

have　the　critical　exponent　p’　：1，　namely，　the　powel　nonlineaxity　cannot　distinguish　them

through　the　Fujita　phenomenon．　Our　approa£h　is　an」attemp七to　refine七his．　E呂pecially，　f（）r

the　true　parabola　q＝2，　the　value　p象隣2seems且ne．　But　in　genera1，0ur　resUlt　is　somewhat

unexpected，　because　it　means，　contrary　to　our　anticipation，七hat　the　logarit】圃c　nonlinearity

can　distinguish　only　generalized　paraboloidal　domains　of　the　opening　g〈3in　our　setting，

because　p≦1is　meaningless．　This　is，　however，　not　a　true　restrietion．　Simply，　we　should

have　chosen　another　form　of　nonlineari七y　on　u＞1to　assure　the　blowup　even　fbl　O〈p≦1．

See　Remark　at　the　end　of　this　ar七icle　in　this　respect．

　　In　our　previous　paper，　we　prepared　the　fellowing　abstract　result　in　order　to　deter皿ine

the　critical　exponen七．（See［2］，　Theorem　2ユ；here　i七is　presented　i皿alittle　modt且ed　fbrm．）

　　The。rem・1．11）Ass㎜e伽亡亡here　e湿酪an・皿一trivial　super－s・luti・皿W｛ゴ

Utニムu， ul∂D－o， （1．5）

which　satisfies，　fbr　someε＞Oa皿d　O＞0，

tl／（P＋1）＋E（1。99　llW（t，・）ll。。）≦σ．

The皿a　global　solutfon　of（1．1）exls亡5．

　　2）Assume亡・hat　fbr　50me皿o皿。triviaヱsub－501u古fon　W　of（L5）we　have

豆旗1ノ（・＋1）（1。9911vv（t，うll。。）＝。。．

t→QQ

The皿evely　501ロ訂on　of（1．1）　blows　ul）fエ1」fi皿f亡e亡」」ロ1e．

　　　As　was　rema　rked　in　I2】，　this　assures　the　al）stract　eXiste皿ce　of　the　critical　eXponent　p’

fbr　any　domain（though　of　course　we　are　interested　in　the　domain＄fbl　which　p宰is　strictly

between　l　and　oQ）．　It　is　di伍cult，　however，　tc　apply　this　characterization　to　a　domain　like

（1．3），because　of　the　lack　of　homogeneiもy（oエself－similarity）which　played　an　essential　role

in　the　case　of七he　conical　domain．　We　theエefore　employ　a　different　stra七egy：T（〕deduce　an

estima七e　f士om　above　of　the　critical　exponent，　we　co皿struct　a　super－solution　of　the’nonli皿ear

equa七io皿direetly，　by　means　of　an　elementary　calculation　based　o皿the　coordinate　transform

bringing　our　domain　to　a　half－cylinder．　For　an　estimate　fro皿below，　we　employ　the　fbllowing

analogy　of　one　from［3］a£is　just　used　there：

　　Lemma　1．2　Assume・that　there・exists　A＞Oa皿d　a皿。n一皿egaむjve伽c古jonψ（x）。皿D

which　sa古isfie5

△ψ＋λψ＞0， ψ1∂D－o， and σ一 �梶メc （1．6）

Set
G・・一　2F　f．　uo（x）　th（x）dx．

（L7）

If鉱js　a　301u古foll　of（1ユ）w111cll　ex胎古5丑）r　O＜古くT，右hen　we　have

T≦
oo落 ds

o　s（log9　s）P一λs

Proof　Set
F（t）　・一　ili　f．　u（t，x）　th（x）dx・

Then　we　have，　in　view　of　the　boundary　condi七ion，
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F’一

　　　　きん｛△U＋U（1・g9・U）・｝th（X）dx

一毒ゐD鶉ψ（X）d5凱▽U・▽ψ（X）de＋毒んゆ99撒

一一
ｫゐDU霧d5＋静△ψ面＋語（1・99軸

≧一
№�Z＋きん噸1・99｛き　fD　u　abdx｝P

　　＝一λF十F（10ggF）P．

Here　in　the　last　inequality　we　employed　Jensen’s　inequality　which　holds　in　view　of　3∫fi〕ψd㎞＝

1and　the　co皿vexi七y　of　u（1099賜）p　ProVed　in　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［2］．Thus　we・btain

　　　　　　　　　　　　　　　　　TイF（1．9調1一λF≦君、（1．ggll，一λ。・

Corollary　1、3　Le亡ψbe　as加Lemmaユ．2．∬p＞1a皿d

∫』u。thdx
　　　　　　　　　　　1＿λ一1／P
　　　　　　　　＞e
」ら伽

for　some　O〈λ＜11 （1．8）

then古he　solutio皿blows　up　f皿五皿1亡e亡」山ロe．

Thi・fo11・w・i－・diat・1y　by・・lving（1・99・）・一（1一毒9、ザλ飴・・＜・・（N・t・that

by　the　comparison　thedrem（which　holds　just　as　fbr　the　usual　power　nonlinearity），　we　may

replace　ue　by　a　smaller　one，　thereby　a　smaller　Glo　fbr　which　logg　Go　has　the　above　fbrm，　to

ob七ain　the　same　conclusion．）

2 Reduc七ion七〇ahalfLcylinder

We　first　discuss　a　chazage　of　variables　which　brings　the　parab　oloidal　domain（1．3）to　a¢ylinder

Dy　：＝＝｛9＝（gt，YN）；1宮’1〈1，　YN＞0｝． （2．1）

It　is　ra七her　dif巳cult　to且nd　a　transfor皿ation　which　exactly　m．aps（13）to　this．　Note，　however，

that　our　original　equation　is　translation　invariant，　hence，七he　critica王exponent　of　blowup　is

the　c・㎜・n・alu・喚h・f・mily・fd。main・Dc・一悔＞lx’lq＋0｝．　Thu・by　the　c。即a・i・。n

theorem，　any　family　Dσ　cofinal　with　this　hA．as　the　sa皿e　critical　eXponent．　Here，　co且nal　mea皿s

that　f（）r　anyσthere　existsαsuch　that　Db⊂、Dσ，　alld　vice　ver8a．　ln　particular，　it　suMces

七hat　our　coordinate　transform　is　valid　for　D∩｛xN＞R｝fer　some　R＞0，

　　　Thus　it　is　enough　to　employ　the　f｛）110wing　transf（）rmation　although　it　is　not　diffeomorphic

at　the　origin：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y’一窃YN．一　　　　　（22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　皿N

The皿ew　coordinate　syste皿is　so　chosen七hat　it　is　an　asymptotica皿y　orthogonal　curvilinear

one，　and　especiaUy　y’and　y．N　are　really　orthogona1，　as　will　lbe　seeI1丘om　the　calculation

below・With七his　simPlification，　it　is　still　di伍cult　to　represent　x　conversely　by　y　exp王icitly．　We

therefbre　describe　the七工ansfbr皿a七ion　formulae　f（）r　the　p　ar七ial　derivatives　with　xエemaining
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in　the　coe盤cien七s．　We　have

∂農一孝＋xk∂燕一q詰）羨暢

　　　∂2　　峨　　∂2

　　∂xk　4＋xK∂峨

　　　　　　　　一辮）／撫繍讐岱ゴ∂轟N＋繍1鋤慧聴誌

　　　　　　　　＋（≠峨一孝≒痢）∂象＋ヂ騨）曙暢

　　　　　　一4転轟一卿毒繍》∂轟押＋ヂ1羅撒∂轟

　　　　　　　　＋。孝1≒∂灸＋謝署嚇

　　　蹉岱1毒＋q孝＋峨∂療ゴー・・…，N－・・

舞一壽毒＋姫毒＋xk∂轟N＋q2（諾痢踪

　　　　　　　　＋（q嘩＋xk－q2孝＋es）∂灸・ゴー・・…・N－L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3）

Hence，

　　　　A・一研筆藷轍＋皿無＋意勲ゴYk∂講Yk

　　　　　　　　　　　　＋（毒監＋9、（q鵡・）講署暢（2’4）

Thus　our　proble皿is　to且nd　the　asymptotic　behavior　of　the　solution　of　the　Dirichlet　problem

for　the　evolu七ion　equation　with　this　asymptotically　one　dimensional　degenerate　elliptic　right－

hand　side：

　　　　　　　　　寄一如n｛t＞・｝xD、，－u（古，y）1＿。一（t，y）ll，，IL、＝：・・（2・5）

Although　xN　cannot　be　explicitly　represented　in　terms　of　y，　we　have　the　following　asymptotic

relatio皿s　for　large　xN，　in　View　of　the　assu皿ption　q＞1：

YN・一・XN｛・＋・（1：lli2）｝－XN＋・（xk’・）　A・　XN・h・nce－XN－yN＋・（yk／・），（2．6）

　　ゴ～認9〃’，　dx＝yleN一ユ）／qdy．　　　　　　　　　　’

W（∋　have　also

綜畿≦・，副舞一・」扉1即器1島角＋・（　　　1　4（q－1）／q叙κ）－L（2・7）
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Now　we　seek　foT　a　concrete　super－solutions　of（1．1）described　in　the　new　coordi皿a七es　y，　oエ

apply　Corollary　1．3　therein．　In　verifying　tlle　necessary　iliequalities　for　them，　we　can　replace

the　region（2．1）by・another　with　YN＞Rwith　any　R＞Owhich　is　suf丑ciently　large，　and

silエ1ultaneeusly　the　original　domain工）by　the　inverse　image　of　thbt　since　they　are　co且nal

with　the　origillal　family　of　translated　generalized　paraboloids．

　　In　principle，　we　seek正bl　a　positive　super－solution　of（2．5）of　the　fbrm

u（t，y）＝q（Y’）v（t，　YN）

or　a　positive　solution　th　of　Lψ＋λψ≧Oof　the　fbrm

ψ（y，λ〉＝9（y’）v（yN，λ），

where　go（y’）is七he　positive　eigenfunction　of△y’fbr　the　domain　l　y’1＜1corresponding　to

the丑rst　eigenvalue一ωwith　respect　to七he　homogeneous　Dirichlet　condition．　For　such　u

with　separated　variables，　the　essential　part　of　the　expression　Lu　becomes，　with　the　simpler

notation　rニYN，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂2u　N－－11∂u　ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂。・＋g斎一。・／i」・u・　　　　（2・8）

Thus　oロessential　task　is　to　consider　the　fbllowillg　8pa七ially　one　dimensional　heat　equation

with　variable　coefHcients：

　　　　∂2u

　　　　　　　　十ttiCt＝
　　　　∂r2

N－11∂u ω

q7蕊。・／・冠・ onr＞R， （2．9）

（plus　the　same　nonlinearity）with　the　D廿ichlet　condition　u（t，　R）＝0．　Each七erm　of　the

precise　transfbエmed　equation　has　a　corresponding　term　in（2．9）with　which　the　coe缶cient　is

of　difモ6rence≦εfbr　any　prescribedε＞Oif　R＞Ois　chosen　correspondingly　la」rge　enough，

　　　The　extraction　of　this　main　part　is，　however，　not　fully　compatibie　w三th　the　boundary

condition．　Thus，　for　example，　among　neglected七erms　thele　are

　　　　　N－1

q・ﾚ隙∂
∂2

四ゴ∂Yh’

1
一1十q
Σ

1

　冨2N29

　　∂

yゴ∂叙ゴ，
（2．10）

which，　applied　to　p（y’），　yield　func七ioIユs　non－vanishing　at　ly’1＝1，　complicating　the　com－

parison七here．　There｛bre　we　need　a　delicaもe　mod迅cation　inむhe　argu皿ent，　which　will　be

eXplained　when　it　becomes　necessary．　Recall　here　the　fac七that　the　first　eigenfUnction　g（卸’）

珀radially　symme七ric　inρニly’1，　and　its　explicit　form　is　kn．own　as：

9（の一・ρ”’（N－3）／2」（N－、）／，（〉「wρ）， （2．11）

where＞～冨is　the　first　positive　zero　ef　the　Bessel　function　J（1＞．一、3）／2（x），　and　c　is　a　normalizing

constant．　Writing（1）（y∬）＝㌍（p）with　abuse　of　notation，　we　have

ハ「一一1

Σ隙∂
あκ＝1

写1凝（の一ρ・鍔，（P（ρ）≦・， 》ゴ∂艶（yt）一ρ歩（ρ）≦・7
（2．12）

fbr　O≦p≦工in　consistent　with　the　generally　known　properties　of　the　first　eigenfunction．

3 Non－blowup　case

Now　we　seek　fbr　a　super－solution．　Fi1・st，　we　shall　show　that　our　rather　primitive　approach　is

e琉cien七en．ough　byエepreving　the　estimate　from　above　of　the　critical　e．xponent　foi　the　power

nonlinearity　given　by［3j・Fbr　that，　recall　that　the　transfornユation　by　the　polar　coordinates

brings　the　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tttニムu十up　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）
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exactly　to
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハr－1　　　△’u

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ut＝　Urr＋　r　Ur＋r2

0n　r＞g，　where△’is　the（negative）spherical　Laplacian　in　the　coord辻しa七es　y’．（We　are　using

nota七ion　compatible　with　our　caiculation　in　the　preceding　section．）

　　　Proposition　3．1　Letω　an　d　eP（馴’）be亡he丘rst　eige皿va』ロe　and　the　associated　eigertfとnction

for　the　Laplacian－△’on　D’＝D∩SN－1．　Se亡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u（鯛一・t－・・m・XP←71）㌍ω・　　（3・2）

The皿丘）r　a　suj右able　choice　ofα，　m，　c　this　serves　a5　a　suρ（ir・－solutio皿of（3．1）provfded古11a古

　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　wheireツjs　the　posfむjve　rooむof「r（7－1）十ツ（2V－1）＝ω．正lenceむhe　critjcalP＞1十　　　　　　　N十ゲ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

即゜皿伽fb1°w”p　P’≦1＋N＋ヅ

　　　Proof　We　h…lve

　　　　　　　　　　　Ur－＠…－zMilli：；i）Ct－・exp（一蓑）P（yり，

　　　　　　　　　　Urr－（噸一・）em－・－2誓1・鵬＋「箋；2）Ct－・exp（一瑳）ge（の・

Hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1V－1　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　Ur一戸△’u－up　ULt－△鵬一瓢P＝Ut－Urr－

一（÷藁）一（m（㌻1）－2㌃1＋藁）一（m（㌻1）－N毒1）碓趾一u・

一｛（m÷α）｝＋（ω一伽一・）－m（N－・））義｝u－u・・

Here　we　noエmali2e甲（yりso　thaむq（yi）≦1．（Thi呂is　equivalent　with　choOsing　c　smaller　and

pu七apart　to　9・）Then　in　view　of　P＞1，　we　have　q（y’）≧伊（yt）P．　Thus　in　order　that　the

above　quantity　be　non－negative，　it　suf丑ces　to　have　the　inequahty

｛（m÷α）｝＋（ω一（－1）－m（N－・））轟｝≧・・†・（・一・）・m（・一・）・＋・）・2／・tl

or　equivalently，

（m÷a）手＋（ω一（一・）－m（N－・））≧♂一・t－・（・一・）・m（P－・）＋・e＋・）r2／4t．

If　we　choose　hereα5uch　tha七

　　　　　　　　　　　　　m＠一・）＋2－2⑫一・）・thati・一÷P≡1・

then　with　a　new　parameter　s＝r2／t　the　above　inequality　is　reduced七〇

　　　　　＠÷α）・＋（ω一（一・）一（N－・））≧♂一・・（m／・X・一・）＋・ビ（・一・）・／・．

Since　the　righレhand　side　has丘ni七e　maXi皿um　fbr　s≧0，．we　can　make　it　as　smal工as　we

Wish　by　choosi皿g　c　small．　Thus　in　order　that　this　inequality　holds，　it至s　enough　that　the

lef七一hand　side　is　above　a　positive　constant　foT　all　5≧0．　To　assure　this，　we　can　e．9．　choose

m十誓一αニOandω一m（m－1）－m（N－1）＞0．　The　flrs七condition　i皿plies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jV　　m　　ハ1　　1　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　m＝a－7＝互一万㌔一・・°「P＝＝1＋N＋m・
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
aロdthe　second　implies　m＜ツ．　Thus　we　have　provedもhat　p＞1十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　irnpliesロon－blowup．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N十7

QED．

N・ww・m・v・t一正・9肛ith血c　c蹴Th・ab・v・p…f・ug9・・t・thatwh・n　th・t・・m曇

i…placed　by義with　q＞・，　th・n　a釦n・ti・n・f　th・fo・m（3・2）w・uld　n・v・一・観

super－solution．　Thus　we　consider　a　function　modified　as　fbllows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u（鯛一・exp←atλ　一一　it2　）9（9i’），　　（3，3）

where　we　assume　Oくλく1・Note　that　to　construct　a　global　super－solution、　the　l〕ou皿dary

value　may　be　non－negative　and　need　not　be　strictly　zero．　Note　also　that　when　treating　a

super－solution，　in　view　of（2．12），　the　eorresponding　terms，　which　appear　withL　additional

negative　sign　below，　can　be　simply　removed　although　they　canllot　be　rebound　by　u．　We

have，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u・　＝一雀u，　u・．《一農＋舞，）u・

Thus　it　sufHces　to　see　the　non－negativity　of　the　fbllowing：

　　　　　　u・－u…㌻1鉱・一訪，△・u－u（1・gg切・

　　　　　　　＋舌警・＋藁）一（　　2　　4r2一房＋う2オ2）u＋2（悔1）蝪u－u（1・ggu）・・

Recall　that　the　residual　terms　produced　by　the　coordinate　transfbrmation　of　the　preceding

sec七ion　can　all　be　absorbed　to　either　of　the　terms　here　with　a　modification　of　size＜ε加the

corresponding　coeMcient．　Thus　we　neglect　this　in　the　sequel　by　implicitly　admitti皿g　these

coeMcients　cha皿ged　appropria七ely．　This　will　be　justt丘ed　in　the　course　of　our　calculation

below．　Now　choosing　c　further　suf丑cien七1y　sma11，　we　can　assume　that　the　function（3．3）is

l…than　1・v・・ywhere，　h・nce　th・n・nlinea・七・・m　i・u（1。9gu）P＝（、一、gt．r）。・Thu・what　w・

have　to　prove　now　is七he　f‘〕110wing　inequality：

。男q＋1（IYL；Lt　＋　1）｝＋b2b＿4r2 aλ

1

t2　　tl一λ
（3．4）

〉
一｛1－1。9・＋α餌器｝・’

U曲・［3L　we　ch。。・eう＞4in。・d・・that　the　c・e缶・i・nt・f嚢b・・。mes　p・・itiv・・T・・implify

the　nota七ion，　we　put

　　　　b－4
β：＝
　　　　　b2　’

Fi・st。f　all　w・hav・t。　d。minat・th・uniqu・n・gativ・t・・m－，i睦．　by・an。th・・p・・itiv・t・m・．

In七he　sequel　we　can　assume　that古≧1，　by　tra且51ating　the　origin　of　the　time．（Alternatively，

f・・klwe　can　d。minat・th・negativ・t・・m・imply　by　th・t・・m暑（Nデ＋1）t・　by・h。。・ing

the　cons七antαs工且aller　than　this　coef丑cient．）

　　　We　divide　the¢，　r）－space　according　te　the　criterion　which　term　in七he　lefむ一resp．　right－

hand　side　is　dominant．　First　we　consider　the　lef卜hand　side．
　　　（・）In　th・・egi・n詣≧幽．，th・t　i・，　r≦（晶）q／2t（・一λ）・／・，th・n・gativ・t・・m　i・d。血nat・d

by幽whateverλmay　be．　In　this　case　the　main　term　in　the　lefも一hand　side　may　be

・ith・・（・a）羨wh・n嵩≧β蓑，　that　i・，　wh・n・≦㈲q／2（q＋1）t・／（・＋・），・・（・b）β蓑wh・n

r≧㈲q／2（q＋1）t・／（・＋・），W・d…t　di・tingui・h，　h・w・ve・，　th・・e・tW・・ub・ases，　becau・e　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω
will　be　sh°w曲el°w，七he　te「m　2。・／，　su缶ce・t。　d・minat・th・・ight－hand・id・in　thi・ca・e

throughout．
　　　（2）In　the　c・皿pl・m・nt町・egi・n・f（1），　that　i・、　r≧（里2a）q／2t（・一・）・／21　w・hav・t。　d。曲at・

th・n・gativ・t・・m　bγβ蓑，　n・m・1酪β妥≧超，tha七i・，　r≧～／liZi／7BBt（・＋λ）／・．　H・n・e，　in・・d・・
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七〇cover　all　the（t：r）－space　we　have　to　chooseλso　that　the　first　as8umptlo皿implies　the

second，　namely，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（≒λ）q≧1去λ・th・t・iSiλ≦1テ｝・　　（3・5）

and七h・幡・maU・n。ugh・u・h　that（盈2a）q／2＞Pm．

　　　Next　we　classifyむhe　right－hand　side．

　　　（i）エn・ase　atλ≧7？，that　i・，　r≦〉励孟（1＋λ）／2，　th・m・in・fa・t…fth・・ight－hand・id・i・

議・
伊霧Ilnthec°mplementa「yc　≧V’Zi5t（1＋λ）／2，the皿ainfact°「°fthe「ight’hand　s’de’s

　　　Now　we　examine　the　inequality（3．4）foエeach　co皿bination．　in　case（1）vs（i），　we　should

have，

　　　　　　　　　　　　　　　　　2諺／，〉訪λthat　i・一＜（α1ω）q／2t・・λ／・・

Taking（3．5）into　account，　in　order　that（1）and（i）imply　this，　it　su缶ces　that

　　　　　　　　　　Plλ＞min｛1＋λ（1－－A　2　，　2）q｝－1去λ，　thati・一＞pq≒ゴ（3・6）

1皿fact，　this　will　ensure　the　desired　inequality丘）r　su缶ciently　Iarge　t．　R⊃r七he　remaining

region　of　t，　the　telm－log　c　in　the　denominator　of　the　right－hand　side　of（3．4）will　achieve　a

necessary　estirnate　fer　su缶cie皿tly　small　choice　of　c（whateverthe　constant　a　and　w　may　be）．

　　　Next　collsider七he　case（1）vs（ii）．　We　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V’Ei5t（・＋・）／・≦・≦（ω2a）q／2t（・一・）・／・・

U皿der　this　condition　we　should　have

　　　　　　　　　　　　　2署／，〉鴫th・ti・一〉（2δPω）q／2（pq－1）t・・／・（・・－1）・

1ロorder七hat　this　holds，　it　suf丘ces　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　誓P9≒、＜1壱λ七hati・一＞pqと、・　　（3・7）

（The　same　remark　as　above　applies　here　to　handle　t　in　a　bounded肥gion　by　means　of　c．　We

will　not　repeat　thLis　any　more．）　　　　　　　　　　　　　　　　－

　　　In　view　of（3．5），　the　combination（2）vs（i）need　not　be　considered．　Thus七he　final　case

i・（2）v・（ii），・nam・ly，・≧（髪）q／2t（1一λ〕・／・．　Th・n　w・・h・uld・hav・

　　　　　　　　　　　　　ll；鴫th・ti・一〉（21P）1／2（叶1）t（・＋・）／・（・＋・）・

工nolder　to　have　this，　it　suf丑ces　that

　　　　　　　　　　　　　　　（≒λ）q＞rc，k＋．2，）・th・ti・，λ〈・－a＆，il’．2，）・　（3・8）

Summing　up　the　restricti。ns（3．5），（3．6）＝（3．7），（3．8）。皿λ，　we　c。nclude　that　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　pq≒＜lii．ttl・・nd　p9と、〈・二q島桟），

then　we　will　be　able　to　choose　A　so　that（3．3）will　be　a　desired　super－solution　of　our　nonlinear

heat　equation（provided　c　is　chosen　small　enough）．　Curious正y，　the　above　two　inequali七ies

reduce　to　the　same　one
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　（3．9）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q－1
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　　We　have　thus　proved　the　fbnowi皿9：

　　Theorem　3・2　The　logar元h皿皿ic　crf亡ical　expo皿e11むP’of亡血e　dom釦’血（1．3）satisfiesグ≦

2／（q－1）．

　　Note　that　similar　calculation　shows　the　fbllowing　result．　This　im．plies　that　the　combina－

tion　of　paraboloidal　region　andユogarithmic　nonlinearity蛤anaturaユobject　next　to　that　of

conical　domain　and　power　nonlinearity£rom　the　viewpoint　of　critical　exp　onent　of　blowup．

　　Proposition　3・3　Let∫（u）be　a皿y　nonii皿ear古erm　satisfying　theエno皿o亡o皿fcf亡ソand

f（u）／u→Oas　u→o・Let・D⊂RN　be・a・fini’古e　d・main，・・ahalf（）ylind・・ヱ）’x伽＞o｝，

・ra（］ylinder　D’　×　R。．，　D’⊂RN－1　be加g　a　b・㎜ded　d・皿ain．　The皿there・a」ways・exists・an

血i古fa1副ue秘・＠）such・that・the・s・1u伽of

　　　　　　　　　　　　　　　　　u・・t△u＋f（u），u（0・勾＝u。（x），　ul∂D昌O

eXi’唐狽刀@global！y　in　tiエne．

　　　Proof　We　emit七he　proof長）r　the　bounded　domain　since　it　is　weH　known．

　　　Consider七hus　a　half　cylinder　D’x｛xN＞0｝．　Let　c）o（ゴ）be　the　positive　eigenfUnction　cor－

re8ponding　to　the」巳rst　eigenvalueωof－△x，　on　D’　with　the　homogeneous　Dirichlet　condition．

Wri七eアfbr　x　v　fbr　si皿plicity．　Consider　the　fU皿ction

u（t，x’，　r）＝ce一λtre－k’9P（iC’）t

Then，　in　view　of

u。＝・・一λ㌔一％（x’）－k・e昂λ亡ナ・一㌧（x’），

駕・・一一2k－・ゼλオ・　㌔（ゴ）納2ce－Atr・一％（x’）．

we　have

　　　　　Ut－△u－f（u）一一λ一△・’u－u・r一ノ（u）一（一λ＋w＋孕一k・）・，e－∫（u）・

Hence，　if　we　choose　k，λsuch七hatλ十1ご2＜ω，七hen，　ju8t　as重n　the　case　of　boundedヱ），

丘）rsuMciently　slnall　c七he　above　quantity　will　be　non－negative．　Namely　we　have　fb皿d　a

global　super－solution｝hence　there　always　e⊃dsts　a　global　501ution　irrespectively　of∫（のfbr

this　domain．

　　　Fbr　a　full　cylinder　D’xRr，　we　take

礁記’の一・・一λ‘e－kVFi　i　ig（x’）．

We　can　show　as　above　that　this　is　a　global　super－solution　prov三ded七hatλ十k2〈ωand　c　is

snユall　enough・QED

4 Blowup　case

E皿ploying　si皿ilar　me晦od　we　might　construct　a　sub．solution　o壬oumonlinear　heat　equation

directly，　adding　the　homogeneous　Dirichlet、　condition　at　rニRf（〕r　some　R＞0．王t　is，　however，

not　obvious，　though　might　be　true，七hat　every　solution　can　be　estimated丘om　be王ow　by　such

a　subsoluti。n　at　some　time．　Thus　we　choose　the　w町。f　applying　Lemma　1．2。r　C。rollary

1．3，and　try　to　find　a　solutionψ（y）of七he　inequalities

　　　　　　　　　　　　五ψ＋λψ≧・・andん器膿d灘〉・xp（・－M・／・）　（4・・）

together　with　an　b @appropriately　chosen　constantλ＞0．　RecaU　that　the　Jacolbian　of　the
七・an・f・・mati。皿x・・一一・　Y・i・apP・・ximat・ly瀦一1）／q．　H・nce，

f．　zb（y）d・一ム轄一1）／qdy＜…

か・（y）zb（y）dx　’e－　f．．　uo（y）Zb（y）　y！tN　”“　’）／qdy・
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Let　us　write　r　instead　of　YN　again．　Forψwe　adopt　the　following

　　　　　　　　　　　　th（y）　：（r－R＞M・－k（「－R）（1　一一・ρ2）9（ρ），　whereρ一ly’1． （4．2）

This　is　essentially　the　same　as　the　one　introduced　by〔3］，　but　it　is　shifted　by　R　and　the　factoT

（1－・ρ2）i・add・d　t。　manag・th・七・・m・（2，10），　n。w・apP・a・ing・with・unfav。・ab1・・ign．　A・ε，

we　can　adopt　any　positive　constan七Iess　than　1．　Let　us　thus　calculate五ψ．．

五ψ一（・＋・（R－・））ψ・・＋N一1＋°W／－2（1－1／q））嚇，ムガψ

磁ρ・券・ψ＋1，器ψ・

Here，

li・／・ムガ（（1－・ρ2）幹（ρ））＋q・tt・ρ2£1・（（・一・ρ・）9（ρ））＋1，器（（・一・ρ・）㌍（ρ）〉

一轟＋N諭（1－・ρ・）幹噛ρ・誤（（・一・ρ・＞9）＋9i．xti，£，（・一・ρ・）④

一ω（�ﾏ2）甲一繁L皿奏・‘ip－2ε躊i2）9

÷ρ2（P・護ρ2）qtt一譲グー舞＋（q＋11舞ερ2）伊L2ε（罎）ρ％

一（鋸綴一（9＋11舞げ）＋（N一韓一ερ2））｛・P”

一（ω（1一ερ2　　　　2／q　　　Xl＞）＋毒＋2ε躊葦2）＋WN2＋2ε（1毒£）ρ2＋ωρ211属ερ2））P，

wh・・e　we　u・・d　the　eq・・lity・・p”＋㌻2甲’一一ω9・Eir。m・thi・we　s・e・that・if・R＞Oi・ch・・en

suf丑ciently　large，　the　bracket　before　ep’becomes　non－negative，　and　this　term　may　be　omit－

ted・The　b「acket　bef°’e　q’s　d・m’naむ・d　b噂with・・lightly　la・g・・ωd・p・nding・n・・

Lik・wi・e，　the　c・n・t・nt・b・f・・e藁and嘉・h・uld　b・・eplaced　by　a、lightly，maller。，　larger

・n・・acc・・ding七・th・・ign・Thi・b・ing　uness・ntial　in　th・c・1・ulati・n　b・1・w，　we　can曲ly

replace　the　sub－solution　estimate（4．1）by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　五ψ＋λψ≧thrr＋㌻1ψ・一。影，ψ÷λψ≧・・

Now　we　examine　the　Iast　inequality　of（4．3）．　We　have

（4．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ・一偽一k）ψ，ψ一一（m伽一（r－R）1）＋k・）ψ・

hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N－1　　　　ω
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ・・＋q。ψ・一。・t，ip＋λψ一∫（r）ψ，

where，

　　　　　　　　　　　　f（・）・－k2＋λ＋㌍云）1）＋辮≡lilli）一（N舜1）k一毒・

In［3］　’s・・iginal・i七uati・n，・q・　1，　a且d　th・p。・itivity。f　f（・）・fo・a11・＞0，。uld・b。・chara。t，rized

by・qua・e　c・mpl・t玉・n・ln・ur　c・・e，・th・term毒P・even七s　su・h　a・imp1・t・eatm・nt　and　al、。

the　calculation　of　the　exact　minimum　ofノ（⇒．　Therefbre　we　seek　fbr　a　su丘icient　condition

fbr　positivity．　Suggested　by［3］，we　a　priori　choose

k2＝λ （4．4）
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which　aエe　to　be　very　s1並alL　Then　we　absorb　the　teエm　of　order　1／r　by

k2　一（N ﾐ1）鳶＋ N－1 2） （N－1）21

2gr 4q2 戸’

Th・last・t・・m・will　b・d・minat・d　by齢if沿i・・h。sen・la・g・，　but・till・ind・pend・nt。f　K－．

Next　we　notice　that　fc）T　a　constant！4，　the皿inimum　of

can　be　exactly　calculated：

gt
i・）÷，岩＋、

9（・）・＝・k2一 ω　　A
r2／q＋否

and　then

一2ﾋ＝0，h・nce

9ω一K・2一ω（里qA）1／（q－1）＋五（論）q／（q－1）－k・一

・一

iqA万）q／2（q一ユ），

ωq／（q－1）
（ 1 1

Al／（σ一1） q1／（q－1） aq／（q－1）
●

）

There丘〕re，　if　we　choose　A　so　large　as　to　A＝μた一2（q一1｝，　whereμis　a　constant　independent

of　k，　then　g（r）≧Oeverywhere，　hence

f（・）≧㌍孟）1）＋ m（N－1） （N－1）21 μみ「2（q－1）

qr（r－R）

Thus　if　we丘naUy　cheose　m　large　enough　so　as　to

m＝ck－’（q－1）

4q2 戸一

（己～2＞働，

72

（4．5）

㌻hen∫（r）≧0，　and　the丘rst　condition　of（4ユ）i8　satis且ed．

　　　Next　we　ver茸ソthe　second　condition　of（4ユ）．　Taking　again　into　accou夏t　the　Jacobian　of

the　transformation，　we　have

∬（・一酬　・）／・・－k（・－R）dイ・m圃（一・）／嚇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧fe°°・一）／・・－h・d・≧ r（m＋1＋（N－1）／9）

　　　K－m＋1÷（N－1）／q　’

and
　　　　　　　　　　　倉・＋R）圃／・e－k・d・

　　　　　　　　　　　　≦2（N－・）／・∬・鵬＋（N－・）／・・㌔＋（2R）（N－・）ノ・ズ・m・一・・d・

　　　　　　　　　　　　≦2（N－1）／・f。°°・鵬＋（N－1〕／・・－k・d・＋（2R）（N－1〕／・f。°°・m・㌔

　　　　　　　　　　　　一2（　・）／・「（顎蓋旱、結／1）／q）＋（2R）（　・）／・「鴇去1）・

This　i8　a　very　rough　e8tima七e　bu七it　suMces　for　our　purpose．　Note　that　whenた→Othe丘rst

ter皿is　do血nant　in　the　la£t　side．　Thus　we　are　to　prove　that

fD　Uo（y）ψ（y）dx

≧O　　　r（m＋1＋（N－1）／φ

x∬（ん，1≦、u・（y）（・一・1y’12）9（y’）dy’）（・－R）M・（N－1）／・e一た圃d・

〉。1一λ一1／P
C

fD　th（y）dx

　　　　　km＋1＋（N－1）／q
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where　C　is　a　constant　independent　of　k，m．　Substituting　hither七〇in七roduced　conditions（4．4），

（4．5），the　above　reduces　to

O　l「（ek－（9－1）十1十（N－1）／q）

×∬（ん　　　　　　u。（y　　tl≦1）（・一・ly’12）P（y’）dの（・－R）鵬・圃ノ・・一・（・－R）dr

＞e1－k－2／P
D

kekL〔q”1）＋1＋（1＞『－1）／q

In　view。f　a　rough　estimate　T（5）≦ss，七he　Ga㎜a　hncti。n。f　the　deno血nat。r　is　est加ated

from　above　by

（ek－（q－1）＋1＋（N－1）／q）ciC－〔°一ユ）＋1＋（N－D／q≦cエk－c（q－一・1）li－（q－1）一・2，

where會are　constants　independent　of　iC．　Hence　the　factor　befbre　the　integra1　sign　is　estimated

from　below　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C3K・cqk＋1）＋・・一・、・一（・qk＋1｝＋・・）lt・gkl，

with　other　constan七s　independent　of　k．　As　in　the　case　of［3］，　the　remaining　integral　is

estimated　from　below　by　a　quan七ity　not　deoaying　to　zero．（ln　fact，　even　if　the　ini七ial　value

uo　has　support　only　in七he　region　R＜r＜R十1，　a｛七er　a　81ight　lapse　of　time　it　becomLes

everywhere　positive・　Hence，　taユdng　into　account　that鳶→OarLd　m－→oQ，　the　integral　l臨

estimated　from　below　at　least　by

篇2ε・一圃d・

wi七h　a　co皿sむantε＞Oilldependent　of　k．）Thus　having　k→Oin　mind，　in　order七hat七he

above　inequali七y　holds，　it　suf目ces　that

　　　　　　　2

q－1＜一，
　　　　　　P

thaむis
　　　　　7

2
P＜
　　　q－1

（4．6）

Thu寧we　have　proved　the　fbllowing：

　　　The・・em　4・1働＞1・satisfi・・（4・6），　th・n・all・the　s・luti・n5・f（1ユ）b1・ipvs　up・i皿fini古・

亡」皿e・Name！y，　the　cr琵fcal　expo皿ent　p＊satisfies　p＊≧2／（q－1）．

　　　Putting　t・9・th・・Th・。・e鵬32　and　4・1・w・hav・・e・t・bli・h・d　tha七P㌔，呈、　i・the　c・iti・aI

exponent　of　blowup　of　the　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　domain（1・3）fbr　the　nonlinearity　u（log9　u）p　of（1．1）．

　　　Remark　Note　that　if　we　combine　our　present　resU　It　with　our　previous　abstract　one，　we

伽k皿・w　that　th…luti。n・W（t・x）・f　th・1in…h・at・quati。n・n　th・d・main（1．3）decay・

as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llw（tジ川。。～σe－ct（α一1）！｛q＋1）．

（Precisely　speaking，　what　we　can　really　pエove　is　that　fbエeveryε＞Oand　some　related

positive　consもants　O，　c，0’，　c’，

ilW（t，・）II。。≦Oe－ct（q－1）ノ（q＋1）一’　e，

and七hat　there　eXists　a　sequence　tn→oo　such　that

llvv（tn，・）ll。。≧ぴe－c’t｛a－1｝／（q＋1）＋t．）

We　ean・h。w　thi・。皿ly　f・・a＜3，　bu七th・sam・　e・ttnat・・h。uld　b・t・u・f・・all　q＞1．

（A伽ally，　at　th・b・gi㎜ing，　w・・。ught・u・h　a・las・i・a正・・tima七・in七h・literature，　but　w。

could　not　find　usable　one正br　our　concrete　domain．）

　　　From　this　observation，　it　seems　rather　U皿atural　to　have　the　restriction　q〈3．　This

calne　from　the　condition　p＞工aεsuring　the　existence　of　a　blowup　solutiop．　But　the　critica1
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exponen七1臨deter血ned（at　least　philosophically）by　the　behavior　of　the　no皿linear　term　at

u＝Oand皿ot　at　u謡oo．　Our　nonline肛ity　was　chosen丘o皿the　viewpoint　of　beauty　so　that　it

may　fbrma王ly　balance　bet　veen　u＞’1and　u〈1　like　the　model　of　power　nonlinearity．　But　the

calcuIation　of［2］shows　that　u（log9　u）P　is　convex　iII　the　region　O＜uく1even丘〕r　O＜P≦1．

謡欝端糖窓゜鷺誓盟聯踏畑趨膿？氏
∫（u）＋％（u－・1）fo・u≧1，　wh・・e　qp　is　ch。・en・。　th・t　f。　i・c・nv・x　eve・帥・・e（・imply　t・

・quat・場（1）丘。m　b。th・ides　if・f（u）　i・　requir・d　t・b・dffe・entiabl・）．　Once　thi・i・d。n，，

our　calculation　above，　th飢ks　to　its　primitive　nature，　applies　without　mod坦cation　to　the

case　O〈」ρ≦1・yield三ng　a　critical　exponent　P‡such　that　O≦P‡　≦oQ丘｝r　any　generalized

paraboloidal　domain．　The　lack　of　standard　choice　of　nonlinearity　fbr　u＞1is　a　ploblem．

What　we　are　thinking　now　is　to　employ　instead　of　u（loggu）P　with（12），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　the　following　one　L

whi・h・ati・且・・七h・皿inimum・equir・m・nt．・f・・ntinuity，・・nv・xity　and　m・n。t。n・p・・P・・ty

though　not　differentiable　at　u：＝1：

f・（U）・一 o8欝7・， fbr　O＜u≦1，

fbr　u＞1．

（4．7）

Here　we　shif七ed　the　parameter　p　by　one　so　tha七now　the　critical　exponent　of　blowup　becomes

hence　1＜P＊＜◎Q　for

original　exponent．

　　　　　　　　　2

P＊ニ1十
　　　　　　　　q－－1

（4．8）

generalized　paraboloidal　region，　better　in　concordance　with　Fujitゴs

　　In　this　article，　we　treated　o皿ly　the　simplest　examples　of　do皿ains　related　with　the　loga－

rithmic　nonlinearity．1七wil工be　an　interesting　pro『blem　to　treat　more　general　domains，　e．g．

XN＞iv・1q1＋IX21q2＋…＋1伽一、1qN－1， （ql≦q2≦…≦qN－、）．

What　we　know　for　the　moment　is　that　the　critica正　exponent　is　between　the　one　corエesponding

七〇q＝ql　for（13）and　the　one　to　q　＝　qN＿11　in　view　of　the　comparison　theorem．
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