
　　　　お茶の水女子大学自然科学報告　 第60巻　　第1暑
Natural・Science　Rep。rL　Ochan・mi・u・University，　Xr。i．　60r　N。．1（2eO9）

31

Enumeration　of　Switching　Graphs　of　Small　Orders

　　　　　　　　　　　　by　Akira　Kanekol　and　Rina　Nagahama

　　　　　　　　　D・partm・nt・f励…ti・n辱欝ces・°chan°mi且u　Unive「sity

　　　　　G，adua2盤総t遅盤驚砦溜謙「櫨艦器nive，sity

　　　　　　　　　　　　　　（Received　AprU　10，2009，　Revised　July　27，2009）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　Switching　graphs　describe　the　structure　of　the　solution§et　fbr　the　two　proj㏄tion　binary　tomog－

，aphy．エt　i・個・。f…ti・e・・c。rresp。ndi・g　t。　th・・ec・n・t・u・ti。・・and魂観・rre・p。ndi・g　t。　the

switching　operations．　In　our　fbrmer　works　we　examined　basic　properties　of　this　graph．　Here　we　prove

an　estimatien　theorem　for　the　rnini皿a1　size　of　figures　corresp⑪nding　to　the　given　switching　graph．　We

th。，eby　execut・・enum・・ati。・・f　th・・swit・hi・g　9・・ph・。f・m・ll・・ders　by・mean・・f・。mput・・sear・h・

These　would　serve　as　a　basic　data　for　the　complete　characterization　of　the　switching　graph．

1 In七roduction
Tw。　P，。jec七i。n　di・c・et・t。皿・9・aphy・f・・di・cエet・plan・丘gu・e・studies七h・・elati・n。f　a　plan喚肛・with

it，・x．　and・y－P・・jecti・n・，　tha七i・the　c。unting・data。f　th…n・t・u・ting・ell・・fth・figure・in・th・・e　di「ecti°ns・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，and　refer　to　the　positiensAs　in　our　pevious　works，　we　assume　the　cells　to　be　fitted　to　the　integral　lattice

by七he　coordina七es　of　their　lower－lef七corners．

　　　　　　y

x－prOJeCUQn
　　　fx（y）

　　　　　　original

　　　　　　figure

　　　　　　Xx，y）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y－prqjecllon　　」～（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］Fig．1．　x－and　y－projection　da七a．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　projection　direction，　the丘gure　is　generally　not　detern　Lined　uniquely・and
Because　of　the　fewness　of　the
there　are　many　reconstruction　solutions｛br七he　same　projection　data．　A　switching　graph　was　introduced

t。，tudy七h，、七・u・七ure。fth・wh。1…luti。n・et・・1七・・n・i・t・。fv・・tices　c。・resp・nding　t・th・ギ…皿・t「ucti°n

，。luti。n，　and。f，dg。，　c。rre・p。nding　t。　th・・wit・hing・perati・n・・H・・e・a・swit・hing。P・・atl・n　mean・the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　in　a且gure　F　is　calledmodt丘catlon　of　the　type　of　a　switchi皿g　componen七：Apa廿of　cells（x1，　Y1），（m2，Y2）

a，wit，hing、。mp・n・nt　if　th・tW・P。・iti・n・（x・，Y2），（x・，Y・＞ar・va・・皿t血F・lt　is　said　t。　b・。f　type　1°「

七yp・2，・e・pecもiv・1y，　if・x・－x・and・y・－y・hav・th・・am…th・。PP・・ite　sign・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　囮　　　【≒〉　　　　＠

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　國　　　　　　囮

Fig．2。　Swi七ching　operation，　from　type　2　to　type　1・

Th。，wit。hing。P。，。ti。n。bvi・u・lyp・e・erv・・七h・禰P・・jecti。n　data，　and・。nv・・sely・thee虹・t・nceρf・uch

a、pair、i，　equiv・1・nt　t・th・n・n－uniqu・n・・s・f　the　rec・n・t・u・ti・n・Al・。・we　can　m泳・th・g・aph　d1「ected，

識欝齢謙艦盤評i欝麟，g糊瑠碧箒懸鼎蹴
velsion　with　constraint［4］．

・Parti。lly・upP。・ted・by・G…t－in－Aid・f。・S・i・ntifi・R・・ea・ch　N・・2°54°157
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　　　1且thiS　artiCle　We　prOVe　an　eStima，tiOn　theOrem　fbr　the　mi皿imal　SiZe　Of且gUreS　WhiCh　generate　a　giVen

switching　graph．　This　enables　，to　confine　the　search　region　to　a　finite　size．　We　thereby　executed　enumer。

ation　ef　the　switching　glaphs　up　to　order　20　with　the　aid　of　computers．　The　obtained　hs七would　serve　as

abasic　data　fbr　the　complete　characterization　of七he　switching　graph．　Though　similar　study　is　possible

f（〕rthe　case　with　constraint　or　fbr　the　directed　version．　Here　we　only　trea七the　original　switching　graphs．

　　　Fbr　general　exposi七ion　on　discrete　tomogエaphy　see［8］，　although　we　do　not　emp工oy　any　fUTther　knowl－

edge　about　it．

2 Basic　examples　of　general　order

In　this　section、　we　gather　examples　of　switching　graphs　which　constitute　series　of　graphs　with　parame－

terized　orders．　in　enumeration　of　switching　graphs，　we丘rst　have七〇take　into　account　ones　Coming　fオom

these．　In　the　descrip七ion．　below，　we　denote　the　place　of　a　unit　cell　by　the　coordinates　of，　say，　its　lower一ヱef七

comer　as　i11［3］．（1）to（5）are　given　there，　and（6）to（8）are　newly　given　here．

（1）Th・・wit・hing　9・aph・An。f・・i皿pl・diag・nal　linea・且9・・e　F－｛（i，・i）；i＝1，2，＿．，　n｝〔Fig．31・ft）

　　　　i・abip・・tit・・eg・1肛9・aph・fd・g・ee　n（eiL’）with・n！・v・・tice・　and　1！2L（UiL’）2（－2）！・dg・・．（［3］，

　　　　Lemma3ユ．）The　order　sequence｛br　this　is　2，6，24，．＿

（2）Th・・wit・hing　9・aph　Z肌，・。f励・lid・d・h・i1・ea・h・f・ize　m，　n，　F；｛（i，1）」i－1，．．．，m｝U

　　　　｛（m＋ゴ・2）1ゴー1・…，n｝（Fig・3cent・・）・i・a・egular・fd・g・ee　with聯）！ve・tices，　and

　　　　　　　　（m＋n）！
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　edges．（［3］山emma3．4．）The　order　sequence　f（〕r　thi8（other　than　the　specia1　case
　　　　2（m－1）！（n－・1）里

　　　　n＝・1）is　6（m＝n＝2），10（mニ3，　n謂2），15（m＝4，　n＝2），2G（m＝n：＝3），．．．．

（3）A・a・pecial　ca・e・f　th・ab。v・，　m　H　n－1，　n　e　l・f　th・ab・v・，　th・・wit・hing　9・aph　Zn－、，、。f

　　　　F＝＝｛（i，1）li＝1，．．．，n－1｝∪｛（n，2）｝（Fig．3right）is　the　complete　graph　Kn　of　order　n．　The

　　　　order　sequence　is　2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，．．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　el’・》論噌

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig・3・　An，　Z，肌，n　and　Kn．

（4）The　swi七・hing　9・aph・Sm，・・f　F－｛働巨一1，…，m，ゴー1，＿，n｝U｛（m＋1，冊＋1）｝（Fig．4

　　　1efむ）is　a　s弓spension　of　a　regular　graph　of　order　mn　and　degree　m十π一2by　a且other　ver七ex，　hence

h…＋・v・・むice－d　（ W＋n）・dg・・（［3｝，　L・一・3．5）．　E・pecially，　S、，n－Kn＋1．　Th。。，d，，

　　　・equence（・xcepもf・・th・・pecial・a・e　m－1）i・5伽一n」2），7（m・・3，　n－2），10（m・n＝3），

　　　13伽一4，n－3；m－6，　n＝2），15（m＝7，　n＝2），16（m＝5，　n－3），＿By　th・in細an，。
　　　property　of　Lemma　3．1，　the　same　gTaph　is　obtained　by　a　figuTe　of　Fig．4center．　Since　this　latter　is

　　　simpler，　we　sha11　rather　denote　by　Sm，n　this　one　in　the　8equeL

（5）Th・・wit・hing　9・aph・L・n，・。f　F－｛（i，1）11≦i≦m｝U｛（ゴ＋m，ゴ＋1）に≦ゴ≦n｝（Fig．4・ight）i・a

灘蹴慧n慧云11y導諾u罵h雛瓢（釜講謡i！諜
　　　（See［3］，　C。・曲y　4・6・We・hang・d・th・・pa・㎜・t・・i・ati・n・f七hi・figur・Fth・・e　a　litt1，．　Anyway

　　　the　ori　　　　　　　　ginal　d・且niti。n　was　in・。・エectly・ta・ting・fr。mむhe　cell（0，1），　whi・h・h。uld　b・（1，1）．）Th…d・・

　　　・equ・nce（・xcept・f・・th・・pecial・as・・L。，。一ム勘五・、n＝ム叶、，五m，、－Km＋、）i・12（隅一2，　n－

　　　2），20（mニ3，n＝：2），．．．．

廓

m

●　■　■　o

Fig・4・　Sm，n　and五悦，n．
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（6）Th・・wit・hing　9・aph　5冊，。，…fth・丘gu・e　t・七h・1・ft・f　Fig・5b・1。w・・n・i・t・。f（mn－n＋1）k＋mn＋1

　　　、ubg，aph・Kn・。・re・p。nding　t・th・且gu・e・wh・・e　th・1朋t婦cell・ar・all　in七h・9r。und・七at・・S㏄

　　　th。，ight・f　Fig．5b・1。w，　wh・・e　the　ca・e肌一3，　n－2，　k－2i・sh・wn・and　th・・had・w・d　cell・

　　　do　not　move　inside　the　respective　groups．　Thus　denoting，by　v（σ）resp．　e（のthe　vertex　resp．　edge

　　　、et，。f　G　and　by　ISI　th・　ca・dinal・f　th・・e七S，　th・numb・・。f　v・・七ice・i・calculat・d　as

　　　　　　（k＋1）1v（Sm，n）＼v（Kn）1＋lv（Kn）H鳶＋1）（mn＋1－n）＋n・・＝　k（mn－n＋1）＋mn＋1・

and　the　nu工工ib　er　of　edges　ls　equal七〇

　　　　　　　　　　　Ie（Kk＋、）11v（Sm，n）＼v（K。）1＋lv（κk＋・）fi・（Sm，n）＼・（Kn）田・（Kn）1

　　　　　　　　　　　－k（k十1　2）伽＋・－n）＋（k＋1）蝋魁η1－n（n－1）＋n（πナ1）

　　　　　　　　　　　一碓ξ1）（mn・－n＋・）柄畷肌＋η1－n（n－1）＋蝋穿π）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ」しヘ　　　ロ

　　　　　　　　　　　　　　　耀儒：：：：齢

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig・5・Sm，n，k・

　　　Obvi。u、1y・Sm，n，。・edu…t。　Sm，n。f（4）．　Al・。，　Sm，・，h　i・・quival・nt　t。　Sm，・＋・・Fu・th・・m。・e，　Sm，n・・

翻離譲諭鑑’蝶罪瓢篇1翻騰露継盤藍誰，1盤藷
　　　sequ。nce・f。，・thi，　b・gin・with　8（S、，、，、），・・（S・，・，・），・2（8・，・，・），・4（S・，2，・），ユ5（S・・…），16（54・・，・）・

　　　、ubg，aph・Sm－t，n・…e・p。nding　t。　th…in　whi・h　th・upP・・－right丘ee　cell　i・ab・v・the　1－th「°w・

　　　Thus　a　calculation　simi工ar七〇the　above　yields

1v（G）1・－1（lv（Sm－t＋・，。，k）Xv（Sm－1，n）D＋1”（Sm－1，n）1

　　　　　＝＝　1［｛（m－－1＋・）n－n＋・｝k＋（m－1＋・）n＋・一｛（m－i）n＋・｝〕＋　（m－1）n＋1

　　　　　＝雇（mn－ln十1）十mn十L

認膿h鶴：潔難鵠。馳1搬懸e艦轟鶴1二e翻撮
血d・p・nd・nt・t・ubg・aph・whi・h・pP・ar・as・wit・hing・like　Fig・6 竄№?煤E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5脚一1．1，。・

ロ｝

趣、

　……

5川，，＋1n，．1つつ

　　v

Sm－1、n

、　　　5川．，．監n，K

Fig．6．　Sπn，n，1，k・
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　　　　　　　　｛・（G）國・（Sm－t＋・，・，k）＼・（Sm－・，・）1＋1・（Sm－1，・）1＋1（‘ぎ1）1v（Sm－－1＋・，。，・）　X　v（S．－1，n）1

　　　　　　　　　　　　　－』［k（誓1）｛（m－1＋1）n－n＋1｝＋k（m“－1＋1）伽一‘差1＋n）一n（n『1）

　　　　　　　　　　　　　　　　＋（m－‘十1）n（m・－1十1十n）　（m－1）n（m－Z十n　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　2）］

　　　　　　　　　　　　　　＋（m－1）n（！：－Ll＋n）

　　　　　　　　　　　　　　＋」（≒1）i｛（m－Z＋1）n－n＋1｝κ＋（m・－1＋1）n＋1－｛（m－・1）n＋1｝】

　　　　　　　　　　　　一瞭2＋1）（一一ln＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　lk

　　　　　　　　　　　　　　＋ナ｛（m＋n）n＋n－1｝1＋mn（m＋n＋・）＋2卜11

　　　　　　　　　　　　　　　　mn（m＋n）
　　　　　　　　　　　　　　十　　　2

　　　0bvi。usly　Sm，n，1，k＝SmIn，k．　Als。，　by　passing　t。　the　symmetry，　Sm，n，1，k　changes　t。　Sn＋k，締一1．

　　　Especially，　Sm，1，‘，k　Ieduces　to　Ste＋1，正，仰z，－1．

（8）The　swit・hing　9・aph・fTm，。：｛（1，ゴ＋1）P≦ゴ≦m｝U｛（i＋1，ユ）liSiSn｝U＠＋2，2）as　in

Fi帥麗圃（2mn－n十2@2）v・・tice・andπ＠ﾌ1）（m・÷2－＋・）・dg・s．

　　　In　fact，　this　is　a　concatenation　of　n十1copies　of　Smn　which　doubly　have　each　of　the　figures　with

　　　むwo　cells　at（i，2），2≦i≦n十2．　Thus

l・（Tm，n）1－　　　　＝・　（n＋・X－＋・）－n（ηタ1）上1×2男n－n＋2）・

The　edges　conle　frol皿Sm，孔except　fc）r　the　doubly　counted　ones　plus　those　between　the　corresponding

pairs　of　verむice8　in　the　different　copies　of　Sm，n．　Thus

　　　　l・（Tm，・）1・…IV（Kn＋・）II・（Sm，・）H・（Zn－・，・）f＋　・（κn＋・）】｛lv（8叩）1－n｝＋1・（Z。一、，、）1

　　　　　　　　　　　－（n＋エ）　（℃＋n）＋π＠チ1）（一＋・）－n（穿1）げ＋2mn－n＋・）

m｛亀……♂

　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig・7・Tm，n・

τh・。・d…equ・nce・f　this　se・i・・c・n七ain・12（m　x　n－2），18（m・3，　n－2），22伽一2，　n・・3），

24＠ニ4，　　　　　　　　n＝2），．＿．

3　Bas三c　invariance　properties　of　switching　graphs

In七his　section　we　gathel　basic　properties　af　switchi且g　gエaphs　which　are　useful　to　enumerate　them．　We

also　review　some　standard　way　of　constructing　switching　graphs丘om　known　ones．

Lemma　3・1　Th・svvi古仙g　9・aph・fF　d…皿・t・伽g・if・w・・apPly・th・舳曲g伽・formation　t・F

　（i）　T1’ansla」古fon　 to　x　o」r　y　directj「O」ユS，

（ii）R・五ec古f・n磁・eSpect・t・・a・h・・iZ・皿古a1，　Verti・al・r・diag・nal・li皿・（・q・ival・皿t！y’・x・hange・fx　a皿d　y

　　　　coordinates）．
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（iii）1モo亡a・亡ion　by　90　degτees・

（iv）Permu右a舌ion・of・columns・or・rOWS・

（v）The　c・皿P1・皿e皿古CF。f　F，・b亡飢’ned　by　changing・cellsホ・blank　and　vice　versa・in　i古s　enc1・・1皿9

　　　rectangle，　has　the　same　swjtching　graph　as　F・

Proposition　32（Di肥ct　product；13］，　Proposition　4．8）工’he　sg・it（迂血g　grap血of　the　block　figロre　as

in　the　figure　bel。w，　where　G・邸H（by・abuse・f皿・亡a古」・刀）5伽d5釦r翻gure　c。rresp・ndlng亡。むhe

sw・’狽モ?ﾁ9　graph　G　resp．　H，　is古he　d丘ecゆr・duc亡G×IH　o価e餉g⑳hs・lts　vertices　are　the　pr・d・cホ

se亡り（G）x”（H），　and　1亡s　edges　are　those　between（α，　c）aロd（6，　c）fn血erf亡ed丘o皿古he　o皿e　betweenαand

bin　G，　and古hose　beむween（α，　c）a皿d（α，　d）加herited丘o囮the・o皿e・betwee且c・and・d・in・H・

睡臣1
　　　　　　　　　　ロ　’－ロロ　ロ　l　　　　コ　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　コ

　　　　iGiφi
　　　　嘔　　　　　　　　　　　　■
　　　　　　　　　　　　　　　‘　　　　■■　■　■　・　一　暫層　■　■　●・　，　．　，　暫　，　・　，　・　・

Fig．8．　Direct　product

、

Re皿ark　1．　The　trans£o皿atio皿s　of　Lemma　3．1　applied　separately　to　the　factors　G，　H　obviously皿ake

the　switching　gエaph　of　the　product（｝xHi皿variant．　These七ransfbrma七ions　are，　however，　not　Ieaユi名able

as　those。l　Le㎜a　3．1　applied　t。　the　wh。le　G×H　except　for　the　permu七ation　of　co1umns。r　rows．　We

shall　ex七end　the　meaning　of　the　transfbrmatio皿s　in　Lemma　3．1　as　allowed　to　apply　separately　to　the

coエnponents　of　the　direct　product・

Proposition　3．3（Contractio皿；13］，　Proposition　4．12）Assume　tha古a　row　of　a　pattern　co皿tai皿s　m　ceUs，

each　of　which　jsロエu’曹浮?ﾁ「古heir　colum皿5．　The皿the　sw1’tching　9τaph　G　fbr　this　patter皿ca皿be　ob亡aiロed

丘・皿th・g・aph・H・勧e皿・w・pat古・rn　whi・h旛伽e　m　ce1お1且new・ind・pend・nt・m・・ws　as　foll・ws・

SearCh・the・vertices・fH・which・c・πesp。皿d　t・　the　permu古a伽5・fm・cells加古血ese皿ew・m・r・ws・C・皿む・ac亡

古he5e古o　one　ver古ex　and　make　a　reduced　gr｛璽）h．工f　these　m　cells　are皿o亡」皿5∈lparate　colum皿5，　dejete亡he

。・r・卿・ndfng　ver古iCeS，　t・g・右her幡h古he　edgeS　emana亡1ng加面血ese古・・ther・verti・es・The　d・g・ee　a亡

鰍翻1・鼎灘誌1｝。識躍錨齢・離1窯潔離
reエnain・ing　CeliS　are　al1　i皿d雌・re皿古C。1umn5・工抽5ame榔er古f・n　h・1d5盆ac・1・皿n・

4 Estimate　of　the　minimal　size　of　figures　for　a　given　switching

graph
In　thi5　section，　we　give　a　fundamental　e呂timate　on　the　m三nimal　siZe　of　figures　which　have　a　given　switching

9エaph．

　　　First　we　prepa［re　several　terms．　A　c。lumn　in　a　figure，。f　which　all七he　cells　are　immobile　through。ut　the

switchings，　will　be　called　redundant．　Obviously，　we　can　dele七eエedundant　colunms　without　changing　the

ass。ciated　switching　graph．（No七e，　h。wever，　that　we　cannot　necessat　ily　delete　immobile　cells　individ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ually，

as　tho呂e　appearing　in　the　producもtype　figure．）Acolumn　which　is　notエedunda：nt　w皿1　be　called　effective．

We　use　the　same　terminology　for　rows．
　　　王tis　cleaエthat　a　columll　which　contain　a　cell　switching　with　another　one　in　a　figule　is　effec七ive．　The

f。ll。wing・・nv・・se，　h・w・v・・，　i・n・t。bvi・u・，　b・・au・e　a　cel王ini七i・lly　im皿。bil・might　bec。m・m。vabl・aft・・

switchings　of七he　cells　in　the　other　column8．

工emma　4．1　Assロme　that　a　col　urnn　C　of　a　figure　F　has皿o　cells　which　can　swr’tch　with　another　cel1．

Th。皿O」，　redundant，・that・i・，・its・cells・d・n・t・s・v」’亡・h　ln町五gure・bむa」皿・d丘・m　F・by　a　seri・・。f・輌古・h1皿9

0peratio皿5・

Proof　A5sume　that　af七er　a　series　of　switching　operations　in　the　other　columns，　a　cell　P　of（フbecomes

switchable　with，　say　Q．　We　consider　the　shortest　one　among　such　series　of　switchings．　By　permutations
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of　columns　and　rows，　we　can　as臼um．e　wiもhou七loss　of　generality　that　O　is　the　first　co玉u血n，　its　cells　fi肱1g

the　co皿tinuous　posiむions　f士om　the　bot七〇艶1ine　of　which　P　is　the　top，　whereas（？is血the　second　coluエnn

and　abovεP．（We　can　als⑪assume　wi七hout　bss　of　geneyality，　tha七Qis　one　cell　above　P．）See　Fig．9

center，
　　　A＄sume　that　jus七befc）r¢the　switchlng　of　P，　G，七he　ceU　R　whLere　Q　should　go　8w工tches　with　another

cellθin　a　column　oth釘than七he　firs監two，　thereby　offering　the　place　f（）r七he　switching　of　P，◎・1f　3

is　below　P　as　hユFig．91e瑞（whioh　we　can　also　assume　wiむhout　los80f　generaliもy　to　be　one　cell　below

Pいh・n・th・pl・ce・where・R・h。uld　g。　i・va・an七，　h・n・・9・an・witch・with・th・・cell・in・th・・fi・・t・c・lumm　at

the　he呈ght　5　at　one　s七ep　earlier．　This　contradicts　to　the　choice　of　shortest　ser玉e＄・工f　5　is　above」P　a£㎞

Fig．91ight，　then　5　can　switeh　with　P　also　at　one　step　earlier，　again　contradic七ingもo　the　assum、ption　of

shortest　series．　Thus　P　should　be　abl¢to　switch　wi七h　ano七her　eell　frem七he　beginning．

P暉1日SやP酵
　　：　　　　　　　　　　　　　：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

S票mRQ
』目…口　P

Fig．　9．　Preof　of　Lemma　4．2．

　　　1もremains　the　ca£e　wheTe　the　position　R　is　vacant　but（2　coエnes七〇this　place　in　one　8七ep　ear｝ier

switching　wi七h　say，　T．　Then　T　shou旦d　lbe　at馳e　hdgh七〇£pre8ent　Q，　If　the　fbrme了place（～’of　Q　is

below　jP，　then　the　cell　ofσat　th量s　heigh七switches　with　T　at　one　step　eaxlier．王f（～’is　aわove　P，　theロit

can　switch　wi七h、P　at　on．e　step　earlier，　because　there　are　no　cel王s　above　P　in．0、　Thu＄in　any　caseもhey

cont：a｛旦ict七〇もhe曲ortestne昼s　assumption，　QED

　　　After　［6］　two丘gures　F　and　P’are　eguivalent　if　they　can　be　transf（〕エmed　from　one　to七he　other　by　a　series

of　swi七ching　operation5．　We　＄hall　exten（il　this　notion　and　say　that　two　figures　F　and　Ff　are　T－　eguivalent　if

after　tran＄forrnations　ef　Lemma　3，1（inclUding　RAemark　1）and　omission　or　adding　of　redundant　columns

or　ro鴨，　they　become　equivaよent．　We　shall　fUrther　say　that　F　and　F’areσ一equivatent　if　their　switching

graph＄G（F），（｝（Fりare　isomorphic．　Wb　shaU　denote　the　equivalence，　T－e（luivalence，　a轟d　G－equivalence

by　F謹F’，　F駕F’，　and　F～F’，　respective1y．　Obvi。usly，

F葺∬’
幽

F　Rf　Ft ⇒ Ftv　Fl．

0欝of　the　f睦ndamental　Op磯qu¢＄t．ion＄　about　＄wik¢hlng　graphs　is　if　eenversely　F～刃’韮mplie呂Ffe　F’・

The。rem　4．2　A・swit（rhing　graph。f　exder　n　ean　be　realized　by　a　figロre・Of　cells。entained　in　n×π卿are・

Pro⑪f　WVe　prove　the　fo旦o略・ing　contrapositien　to　the七heorem，　employing　an　inductio　fi　en　the　number　of

effeo七iv¢colum［ns耽：

c三a漁The　sWitchSng　graph（コ（F）of己囎脚F嬬h佃艶。伽ご01磁雌伽αder≧n・

　　　In七he　＄eque玉，　fbr　a　graph　C，　le七〇照（σ）denote　its　order　I　v（召）卜R〕r　any　figure　F　w圭th　n＝・2effective

C。1u磁IS，。rd（C㈹）≧2玉s。bvi。us，　becaUSe七he・eXistence　ef・ftn・effectlve・C。玉u恥ロimplieS㈱StenCe。£aも

ユeast　twoく三戯｝rent　figures．　As§u随eもぬ醜七he　C玉ai鵬holds　fer　any丘gure　with　up　to箆一1effect圭ve｛｝o韮umns，

鋤d　take　a　figu肥Fw漁臨c。1ロmns，　all　effective．　C。nsider七he・first。。1u狙n　C，　and　the　figure　F’　obtained

by　de玉etin音σf妻om　F，σ（Fノ）¢a、n　obviously　be　regard｛∋d　as　a　ful｝忘ul〕gr＆ph　ofσ（F）．

　　　王fa聾the　column∈…o£F’are　sもi疑effeetive，七h｛∋n　by　the　induc雛o泣hypeth｛∋sis　O（F’）ha50rd｛｝r≧η、一一1．

The　facもth包t（フ量S｛2ffective　imp王i｛2＄七he　eX…Sもence　o罫aロ〇七圭leT章9ure　w三七｝｝dfferent　pattern　aも七蓋e飯S£

¢伽職whi。h重5醜ar旦y　a　vertex。搬（F）n。t　c。ntained　in｛GIF’）、　Thus　in　this　ease。rd（G（F））≧

。rd（c；（Fう）＋1≧n．

　　　A舘u艶e且¢xt匙haもF’eonta、i皿s　a　Tedundant　eolu〕由ロ薯sayぴ．　This　means七haも（γcentains血o君ell

昌w琵ch加菖wiもh七h．e　O毛bLer　co里臓mS　O£F’、　Sinee　iもwa忘effec七…vεill　F，嶺三盲m、earlS，呈n　view　o£Le㎜｛』4ユ｝

that　a　cell｛⊃fぴ斑囎七switch　w至th　soIne　eell　of　C．王f　t｝巨e量9Use，　Gb七ained　frem　F　by　deleもi葺g　O’重恥七ea。d　of

O，hafi　no　redundant　celumn豊，　th¢駐thε玉漁翻⑪n　woτks　just　as　above．正£n⑪t，　iもm・eans　that　the　eel圭書of

Osw誌ches　o工謡y　with（］’and　v三ce　v｛諏・忠a．1醜もh王s¢a＄e，　the　figur毎F”obtained　ftonユ」P　by　d¢1｛虻i㎎七heむwo

columns　C，びmust　cons圭鈍o｛見一2effective　columns．　In　fact，　they　were　effective　in　F，　hence　inL　view　o£
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L，㎜a4ユth・y『 高普Et・・ntain…ll・wit・hing　with　a・ell　in　an。th・・c・1umn，　whi・h　iS　n・ith・・On・・α

by　what鴻mentio丑ed　above．
　　　Thus　tw。　columns　C，αcontain　a　switching　c。mp。nent　which　switch鈴i：1dependently　of七he　cells　in

F’ノ．Thus　by　the　indllction　hypothesis　ordαF”〉≧n－2，　and　G（F）has　at　least　2　x　ordσ（F）vertices

，。，re，P。nd血9七。　th・・wit・hing　in　the　c。lumn・σ，　C’．　Thu…dαF）≧2（れ一2）・Thi・i・≧nif　n≧4・On

the　other　hand，　in　case　nニ3，　the　present　situation　does　not　occur，　because　the　only　remaining　colum皿

would　then　1〕e　redundan．t　in　F．

　　　Thus　the　claim　was　proved．1七fbllows　that　we　can　realize　a　switching　graph　of　orderπby　a　figure

with　at　mo8tη，　effective　columns．　The　aエgumen七applies　also　to　the　rows　with　obvious　palaphrase．　Thus

the　theo「em　is　P「oved．　QED

　　　By　thi・th…em，　th・li・t・f・xampl・・。f　th・・wit・hing　9・aph・。f・mal1・・d・・s　whi・h　w・肥p。・t・d・a・1i・・

wa，　ju・tifi・d　with　th・aid。f　the　c。mput…e・・ch．　Th・ab。v・p・。・f，　wh・n　p・eciS・ly・xamin・d・impユies　th・

f。ll。wi唱whi・h　i・1…e1・gant・but・it・i・p燃i・ally・meaningfU1・and・m・k・s・fu・ther　se肛・h　m・・e　effe・七iv・・ln

the　de8crip七ion　below，　fbr　the　sake　of　slmplicity　we曲all　denote（2）and（3）for　K2　and　K3，　respectively．

（Thi・i・th・lab・1　giv・n　in　th・li・t・f・wit曲99・aph・in§5・）

C…llary　4．3繍・hing・9・aph・f・・d・m　1・realized　by　a　figure　in　t号＋2」×L号＋2」・q・ar・・f・・ll・

。xcep古加he　c麗・・f亡he　c・mp1・右・9raph・f・rder・n・realized・by・t血・五9・re・Kn』・・亡herm・re・砺rea1圃

圃9・・ej且taぎ5」xlπ吉51・q・　・f・・11・e糊鱗・Kn／・＋・×（2），S（・一・）／・・2・K・／・×（3），

κn／、xS、，，，　Kn／4　×②x（2）fo・n－8112，16，20，　and（2）x（2）x②x②・（The　cas・u’here　th・丘ac伽

」皿the　f皿dex　is　non－fn古eger　js　omit古ed．）

proof　We　also　prove　the　contraposltion：

Claim　The　order　n　of　the　switching　9raph　G（F）of　aβ9ロre　jF　wf古h　h　e丑bc亡jve　co加㎜s　js≧3k　一一　5　except

角r古加蝕。Wing（（neglec古加g　redu皿dan古r備♪・

（i）鳶of．Kk，　f⊃r　k≡≧3，

（ii）2K”－40f　Kk＿2　x（2），　for鳶≧4，

（iii＞　2k　－　l　　of°Sk－1，2，　fbr　il　≧　3，

（iv）3K－－9・f　Kk－3×（3），　for　k≧5・

（v）3た一60f　Kk＿2×Sl，2，　f（）rた≧4，

（vi）4k－16・f　Kk－4・×（2）x（2），伽6≦鳶≦1G，

（vii）2te／2・f②x（2）　×〔2）x（2），・fo・ic－8・

　　k－1

Kk

　　k72

里ii押

Kk＿2x（2）

　　　s　k．．1，2

　　触3

里ii暫
Kk－3x（3）

k－2

園

ロコ…

鶴　　　●　●　噛　■　　　■　●　，　■

　　　脚　，　，　璽

　　　●　●　噛　●

囮…
K止一2×　s　1，2κk－－4x（2）x（2｝｛2）x（2）x｛2｝x（2）

Fig．10。　Excepもi。n＆1且gures・

P，a。七i、allyw。，an・畑t（Ψ）丘。皿。u・・num・・ati。n　becau・e　it　i・e・sentiany・quival・ntも・（iv）・（A・re畑・k・d

三nR。mark・1・aft。，　P，。P。・iti。コ32，　th・n・ti・n。f　T－equ｝val・n・e　i・e畑d・d　t・七h…』伽。且gu・e・・）

　　　N。w　w，　p，。v。　Cbim．恥・k≦4th・as・e・七i・n　i・・bvi・u・丘。mもh・li・t　giv・n　in七h・n・xt・ecti。n（whi・h

i、ea、ily．v。，田・d　by　the　e・ti皿at・。fτh…em　42。nly）・A・・um・k≧5，　and　th・…e・七i・n　h。ld・up七゜

K一一謔氏Cid，，置，、t七h。＿wh。，e　th。，。　iS．a，。lumn。，u，h　th。t・th。　d。1，ti。n。f・P・・duce・a且gu・e　F’

with　no　redundant　colllm且s．　We　divide　the　oases．

（i）Case　where・F’is　equal　to　Kk－1・
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（a＞If　the　column　C　contains　only　one　cell　and　it　b　at　the　heigh七〇f七he　major　group　of　¢ells　of　Kk＿エ，

　　　then　F　is　equal　to　I〈k，　whence　reducesむo　the　exceptional　case（i）．

（b）If　O　contains　only　one　cell　but　it　is　at　the　height　of　the　minor　one，　then」F　B　equivalent　to　Zk＿2，2，

h・nce　the　swit・hing　graph　C（F）h－・d・・k（ n1），whi・h　i・≧3k－5f・・k≧5・Thu・th・

　　　induc七ion　proceeds　in　this　ca£e．　This　estimate　is　valid　eve皿if　there　exist　cells　aもthe　heights　other

　　　thah　these　two。f　Kh－1．

（c）If　O　is　vacant　at　the　two　heights　of、Kk＿ユ，　then　it　contaまns　at　least　one　cell　at　the　th辻d　height，

　　　and　G（F）containls　a　subgraph　corresponding　to　Lh＿2，20f　oTder　k（k－1），　which　is≧3鳶一5丘〕r

　　　all　k．　Thus　the　induction　proceeds　also　in．　this　case．

（d）If　O　consists　of　a　cell　at　the　height　of七he　major　group　and　anotheエcell　at　a　th辻d　height，　then　after

　　　o亘esw三tching　operation　the丘gure　becomes　equivalent　to　Sk＿112，　heIlce　C（F）has　order　2k－1，

　　　being　the　e】～ceptional　case（iii）．

（e）If　O　has　s七ill　other　cells　besides（d），　then　after　one　switching　operatio皿the　figure　contains　a

　　　subfigure　equivalent　to　S3，k＿エwhose　switching　graph　has　order　3k－2．　Hence　the　induction

　　　proceeds．　Note　that　O　does　Ilot　have　cells　at　both　heights　of　Ft，　because　then　it　would　be

　　　Iedundant．

　　　k－2

四
　　（i）一（a）

　　　Fig． 11．

　　　　k－2　　　　　　　　　　　　　囮　　k－2

　　　　　　　　　　　　　　［［卜…

　　　（i）一（b）　　　　　　　　　（i）一（c）

Proof　of　Claim；Case（i）．

　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　（i）一（d）　　　　　　　　（i）一（e）

（Cells　ofσare　shadowed．）

國胸

（ii）Ca£e　where　F「is　equal　to　Kk＿3×（2）．

（a）If　the　deleted　columnσis　such七hat　it　extends　the　part　Kk＿3　to　Kk．－2，　then　FニKk＿2　x（2）and

　　　the　switching　graph　has　order　2（k－2）；2ん一4，　reducing　to　the　excep七ional　case（ii）．

（b）If　O　is　8uch　that比extend呂the　paエ七（2）of　F’to（3），　then　F＝Kk＿3×（3）and　the　swiもching

　　　gra｛ph　has　order　3（斥一3）ニ3k－9，　which　is　the　exceptional　case（iv）．

（c）Fbr　all七he　other　configura七ions　of　C，もhe　swi七ching　graph　of　F　has　m．ole　vertices，　a£is　veri且ed　tn

　　　an　elementary　way．　To　verify　this　the　most　delicate　caεe　will　be　one　giving　rise　to　the　product

　　　Zk＿4，2　x（2）．　But　thenσ（F）has　order　2（k－2XK－－3），　which　is≧3k－5fbr　k≧5．

（iii）Case　where　F’

　　　vertices．

is　equal　to　Sk＿2，2．　Then　the　switching　graph　of　Ft　has　at　least　2（k－1）－1　＝2k－3

（a）Ifσhas　only　one　cell　at七he　height　of　the　major　par七〇f　Sk＿3，2，　then　F　is　equal　to　Sk＿2，2，　being

　　　the　exceptional　case（ii）．

（b）Ifσh蘭。ne　cell　at　th・h・ight。f。n・・f　th・min・・pa・t・df・Sk－、，、，　th・n　F・・ntain・a・ub且9・・e

・quival・n七t・Zk－・，…fwhi・h　th・・wit・h三ng　9・aph脚d・・k（㌻1＞≧3K・・－5　f・・k≧5　・・

　　　before．

in　all　the　o七her　ca8es（｝（F）has　order≧3k－5provided　that　O　is　effective．

（iv）Case　where　F’＝Klt＿4×（3）．　If　C　consists　of　a　cel1　at　the　height　of　the　major　part　of　Kk＿4，　then

　　　Fis　equivalent　to　Kk－3　x（3）｝the　ex．ceptional　case（iv）．王br　all　the　other　con丘gurations　of　O　the

　　　エesulting　F　has　the　switching　graph　of　order≧3鳶一5，　as　is　ea£ily　veri丘ed．

（v）Case　wheエe　F’＝Kk－3　x　Sl，2・In七his　case，　the　adding　of　a　cell　in　O　to七he　height　of　the　major

　　　part　of　the　factor　Kk＿3　give3　an　exception　of七he　type　Kk＿2×S1，2．　All　the　other　cases，　as　is　easily

　　　verMed，　produces　a　figure　F　such　thatσ（F）has　order≧3k－「5．

（vi）Case　where．Kk＿s　x（2）x（2）．　In七his　case，　the　adding　of　a　cell　inσto　the　height　of七he皿ajor　part

　　　of　the　factor　Kk＿5　gives　an　exception　of　the　type　Kh＿4＞ぐ（2）x（2）．　AII　the　other　cases，　as　is　easily

　　　veri員ed，　produces　a　figure　F　such　thatσ（F）has　order≧3k・－5．
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（vii）The　other　cases．　By　the　inductio且hypo七hesis，　the　sw1tching　graph　G（Fっof’F’has　aもlea就

　　　3（1ヒー1）－5＝3k－8veltices．　Thus　it　su田ces　to　show　thatσ（F）has　at　least　3　more　vertices　than

　　　C（F’）．Assume　thatσ（F’）has　order＜3陀一5，　since　otherwise　we　har・e　nothing　to　do　at　this　step，

（a）工f　there　eXist　three　cells　in　O　which皿ove　by　switching　oper　ations，　then　the　obtained　patterns　are

　　　distinct　from　those　of七he　sulbgraph　G（F’）already　at　the且rst　co玉umn｝as　in　Fig．12（a，）．　Thus

　　　we　assume　hereafter　that　at　nユost　two　cells　of　C　can　switch．

（b）Since　O　is　effective　in　F，　there　is　at　least　one　switching　component　P，　Q　with　P∈σ，　Q∈F’，

　　　which，　without　loss　of　generality，　we　can　assume　to　be　at七he　upper－left　cor亘er　as　in　Fig．12（b）．

　　　Leげ’be七he且gure　obtained竣deleting　the鉦st　c。lumn　after　switching　this．　1七differs　from　F’

　　　only　by　the　position　ef　Q．　If　F’admits　two　swi妙ing　opefations，　we　obtain　three　new　patterns，

　　　and　the　induction　proceeds．　Thus　assume　that　F’admi七s　at　mo5t　one　switchi且g．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　
（c）Assume　first　that　Ft　has　no　switching　components．　The　structure　of　such　a　figure　is　well　known

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　and　re－described　in　Lemma　4．4　below．　Ft　differs，　however，　with　Ft　only　by　the　position　of　Q，　a血d

　　　the　lat七er　has　no　redundant　columns．　Thus　F’should　be　T－equivalent　to　a　figure　as　in　Fig．12

　　　（c）．Since　the　case　F’ru　Kk＿1　is　now　omitted，　F　thus　contains　at　least　a　subfigure　T－equivalent

　　　to　S2、1，ic＿2　whose　switching　graph　has（iC　一一　2）（k－1）≧3K”－5ver七ices　fbr　k≧5．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（d）Assume　next　that　F’has　only　ene　swi七ching　c。mpone皿t．　Such　a丘gure　is　described　in　Lemma

　　　4．4below．　Since　again　F’，　differing　from　it　only　by　the　position　of　Q，　has　no　redundant　co1umns，

　　　Qshould　belong　to　the　unique　switching　componen、t　or　the　longest　row，　and　it　should　occupy　a

　　　place　as　in　Fig．12（d），　om直tting　redundant　rows．　Then　it　is　easily　ver田ed　that　the　switching

　　　graph　of　F　has　more　vertices　than　the　case（c），　irrespective　of　the　pa七tern　of　C．

昌3
囮囲囲2の囲國－恥

　　　　0

閉0
・護1；二］亜；コit／．li？）li．．“［□

　　　　　　　　　　　（vii）一（b）　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ψii）i（c）

Fig．12．　Proof　of　Claim；Case（vii）．

　　　　k－3

沼P田
　　　　●　o　●　，

　　　　　　サ　　　ロ

　　　占．．百

　　　　　　　…！1詣：：

　　　　　由…”

　（Ψii）一（d）

（Celis　of　C　are　shadowed．）

　　Next　consider七he　case　where　deletion　of　any　colum皿produces　a　redundant　column」n　this　case，　as

was　discussed　in　the　pr。of　of　The。エem　4．2，　the　columns。f　F　are　grouped　t。　p麟such　that　each　pa辻

，。n七ain，　an　ind。p，nd・nt・wit・hing・・皿P・n・nt．　Thu・　K－＝2t　and　G（F）has。・d・・at　l・ast　2L　2k／2・

This　is＞3k－5f（〕r　k≧10．　The　cases　k＝4，たニ6aエe　contained　in　the　exceptional　cases（ii），（vi），

respectively．　Thus　kニ8is　the丘nal　exceptioエL

　　　Thus　we　have　proved　the　contraposition．　The　obtained　inequality　n≧3k－5，　when　solved　fbr而

bec・m・・k≦π g5・sinceκi・int・g・・，　thi…an・b・・eplaced　by凶ηぎ5」・Thu・th・main・part・f

Corollary　is　proved．　R）r七he丘rst　assertion　of　simpler　estimate，　i七su缶ces　to　verify　that　the　exceptional

cases（ii）七〇（vii）all　satisfies　the　wea辱er　e8timate≧2k－4・　QED

Lemma　4．4　A　figure　is皿lque，古hat　is，　aciniits　h　o　switching叩erations　and　he皿ce　has　switdn’ng　gTaph

with・・nly・皿e　ve・tex，　if　and・niy　if・・’a・permutati・n・f　c・lumns　a皿d・f　r・ws，・it　reduces　t・the皿i・n。f

rec古a皿9ロ1ar　row菖wゴth　decreasiiユ9　widths・．A五9ロre　has　swコ噛tching　9raph　with　oniy　one　edge，古ha古f5，　admits

o皿1アone　swゴ亡ch丘ng　opera古io皿，　if　a皿d　o」ロ！y　if　via　per皿u亡a古jo皿of　columns　a皿d　of　rows琵reduces　tQ古he

f・rni　as・in・Fig．13・」gh古．　Na皿ely，・it・c・皿古a1’ns・a・swr’古磁皿g　c。mp・nenち亡1ユe　c・1umns　and・・ws　c・皿古af加g

it　co皿sist　of　pafrs　of　ce115，　and伍e　renユai皿i’ng　par右a古the　lower－right　corner　is　a　unjque　figure　whlclh　is

五11θdw動h　cells　a亡the　pos琵jo皿of　whjch　the　colum皿and　row　both　have　cells　at　tlユ05e　of　the　switching

component・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　田iiii凸日　　　　　　目dヨiii目＿ロ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ii’　　　　　　………　i　．・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　自’・・白　　　　　　［［甲…甲・・”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口…”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．13．　Figures　with　zeエ。。r　one　switching・
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Proof　The丘rst　assettion　is　aiready　noticed　in　Lemma　2ユof［4］，　with　columms　inst曲f　rows．

The　second　assertio且圭bl正ows　by　an　elementary　argument：Let　the　8witching　component　be　placed　at　the

upper－left　corner．　Then　the　pa武of　rows　inもhe　columns　of　these　two　should　be　ei七her　both創ed　with

cells　or　beth　empty，〇七heエwise　a　second　switching　occurs　usi皿g　the　cells　of　the　f　rst　switching　component．

Also　the　part　with　these　two　columns　or　rows　omitted　should　be　a　unique且gure．　The昼nal　point　to　be

noted　is　thaむif　there　is　a　hole　at　a　p。si七ion　of　which　the　colu㎜and　r。w　b。th　have　cells　at　those　of

七he　switching　componeロt，　a　new　switching　occurs　using　the　cells　of　the　first　switching　com．ponent，　too．

QED
　　　We　may　continue　to　re且ne　the　cla8si丘cation　of　Corol！ary　4．3．　But　the　above　estimate　sufEcesもo　do

the　search　up　toη1：21，　sin、ce七he　Iange　by　the　computer　search　can　thereby　be　limited　to　8＞（8，　which

is　favorable　fbr　programエning．　Thus　we　applied　our　progra］〔n　developped　fbエ［3エto　cons七ruct　a　switching

graph　to　every　figure　realized　in　this　square　and　picked　llp　those　with　the　inLdicated　ordeエn，　besides

those　exceptional　pat七erns　listed　in　Corollary　4．3．工P　practice，　to　annihilate　the　duplication　i且search，

we　assumed　that　the　height　of　the　initia1　figure　is≦the　wid七h，　the　Ha㎜ing　weight　of　the　r。w8　are　in

non－increasing　order　upward，　the　lowest　row　has　cells　conceI〕．trated　to　the　left，　the　second　row　has　cells

concentrated　to　the　lef七in　both　regions　above　the　cells　of　the　fii7st　Tow　and　ou七side．　We　further　avoided

the　transfbrmation　to　the　co皿plement　by　assuming　that　the　total　number　ef　cells　does　not　exceed　the　half

of　that　of　the　enclosing　square．　Also　we　can　omit　the　case　where　the　lowest　row　is　full　of　cells，　because

then　it　would　be　redundant．

5 enumeration　of　swi七ching　graphs　up　to　order　20

Now　we　lis七up　switching　graphs　up　to　order　20　searched　by　means　of　bothむheoly　and　coInputa七ion　as

described　at　the　end　of　the　preceding　section，　We　joilledもhe　total　number　of　edges　and　arranged　the

graphs　in　the　decreasing　order　thereof　fbr　each　a5signed　order．

Order　2　to　4

eo＿o［b

②（K2＝Sl，・）1edge

　凸’ム　』

（3）（K3）3edges

㎡品 凸
』

（4－1）（K4）6edges （4－2）（（2）x（2））4edges

Order　5

（5－1）（Ks）10　edges

晶 ロ田

口囁

（5－2）（S2，2）8edges

Order　6

（6－1）（K6）15　edges （6－2）（Z2，2）12　edges

丸田口。田

選
訳田。㍗

（6－3）（∠S3）9edges
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（6－4）（（3）x（2））9edges

Order　7

Order　8

　　　　　di
bE［　m

　　（8－1）（．K8）28　edges

Order　9

曲LrEn

舳
曲

m　［Fb

曲Fbm
（7－1）（K7）　21　edges

融

凱
（8－2）（S2，2，ユ）18　edges

（9－1）（1（9）36edges

轟

調

　　　　　　　　　　　　艶

晶
゜田　　　　　，謡

　　　　　　　　　　　　口

　（7－2）（83，2）15edges

tr、P

（8－3）　（K4×　（2））

　　　　16edges

（9－2）（S4，2）24　edges

田

Ilコ

騨麟

（8－4）（（2）x（2）x（2））

　　　　12edges

（9－3）（（3）x（3））18edges

Order　10

Klo
generated　by

arr　＝mP

（10－1）45edges

Z3，2

generated　by

nEFU
（10－2）30edges

S3，3

genera七ed　by

（10－3）27edges

K5x②
（10－4）25edges

s2，2×（2）

（10－5）21edges

Order　11

Kll
generated　by

nUEEEE［［F

（11－1）55edges

s5，2

generated　by
，，，，，，，，，1］

（11－2）35edges

齪

（11－3）（S2，2，2　nc　S2，3，1）31　edges
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0rder　12

K12
generated　by

（12－1）66edges

Z2，2×②

（12－6）30edges

Order　13

Kl　3

（13－1）78edges

Order　14

K14
（14－1）91edges

Order　15

Kl5
（15－1）105edges

s2，2×（3）

（15－6）39edges

Order　16

Kl　6

（16－1）120edges

s2，2，1x②

（16－6）44edges

Order　17

K17
（17－1）136edges

Order　18

Kls
（18－1）153edges

S4，2×（2）

〔18－6）57edges

Order　19

Kl　9

（19－1）171edges
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K6×②
（12－2）36edges

K4×（3）

（12－7）30edges

S3，2，1

generated　by
匪』°

（12－3）34edges

A3×（2）

（12－8）24edges

T2，2　generated

by

（12－4）33edges

（3）x（2）x（2）

（12－9）24edges

s6，2

（13－2）48edges

五22generated

by［ノ

（12－5）30edges

S4，3

（13－3）42edges

generated　by

臨゜

ﾓ、（13－4）38edges

K7　×（2）

（14－2）49edges

S2，2，3

（工4－3）47edges

s3，2　×②

（14－4）37edges

S7，2

（15－2）63edges

Z4，2

（15－3）60edges

s2，3、2

（15－4）51edges

Ks　x（3）

（15－5）45edges

κ8x②
（16－2）64edges

s5，3

（16－3）60edges

S4，2，1

（16－4）54edges
K4xK4
（16－5）48βdges

K4×（2）x（2）

（16－7）40edges

（2）×（2）x（2）x（2）

（16－8）32edges

s8，2

（17－2）80edges

S2，2，4

（17－3）66edges

S4，4

（17－4）64edges

s3，2，2

（17－5）58edges

Kg×（2）

（18－2）81edges

Z2，2×（3）

（18－7）54edges

generated　l〕y

（18－3）63edge5

A3　×（3）

（18－8）45　edges

K6×（3）

（18－4）63edges

T3，2

（18－5）60edges

（3）×（3）×（2）

（18－9）45edges

Sg，2

（19－2）99edges

s6，3

（19－3）81edges

’S2，3，3

（19－4）75edges

s3，2，2，2

（19－5）67edges
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Order　20

K20
（20－1）】－90edges

K1。×（2）

（20－2）100edges

z3，3

（20－3）90edges

S2，2，5

（20－4）88edges

五3，2

（20－6）70edges

35，2，1　v　s3、1，2，4

（20－5）78edges

Z3，2　x（2）

（20－7）70edges

Ks×1て4
（20－8）70edges

S3，3　×（2）

（20－9）64edges

S2，2×　K4

（20－10）62edges

1（『Tx（2）x（2）

（20－11）60edges

S2，2　x（2）x（2）

（20－12）52edges

We　shall　make　a　little　co皿sideエatio且on　the　obtained　list．

Remark　2．（i）We　cannot　completely　classify　the　switching　graphs　only　by　means　of　the　order　and　the

edge　nu皿ber，　and　even　by　the　degree　sequence　at　the　vertices．　This　is　seen£rom　the　two　gTaphs（6－3），

（6－4）・They　TeapPear　at　order　12　as　factors，　producing　another　example．　Such　an　example　might　be　seen

exceptional　when　looking　only　at　the　small　orders．　Bu七it　might　become　abondant£oエ1arger　orders，　and

we　might　need　a　deeper　cri七erion　for　the　isomerphis皿．

　　　（ii）The　figures（12－5）to（12－7）constitute　another　example　of　non．isomorphism．　Although　they　are

all　regular　of　degree　5，七heir　matroid　structures　are　different，　that　is，　in（12－5）the皿ar【imal　siZe　of　the

set　of　common　vertices　a（lj　acent　to　two　dffe肥n七vertices　is　3，　whereas　i七is　4　for　the　other、　Besides，｛br

七he　latter　two　the　number　of　vertices　with　this　maximal　size　of　comrnon　adjacent　ver七ices肋m　a　fixed

vertex　is　different，　b　eing　6，5，　Tesp　ectively．　Similarly，　we　ca皿see　that　although（18－3）and（18－4）are　both

エegular　of　degree　7，　they　are　non－isomorphic　from　the　difference　of　the　ma　xdma正si騒e　of　common　adj　acency

5，6，re呂pectively．　Also，　alphough（20－6）～（20－8）are　all　regular　of　degree　7，　the　first　is　distinguish．ed

fro皿the　other　by　the　maximal　size　4　v85．　The　latter　two　have　the　same　maximal　size，　but　the　number

of　vertices　with　this　maximal　size　of　com皿on　a（lj　acent　vertices　from　a丘xed　vertex　is　different，　being　7

and　5，エespectively．

　　　（iii）On七he　contrary，　the　figure　of（13－4）and　S3，2，2，1　are　T－equivalent，　as　shown　in　the　figure　below．

This　is　why　we　omitted　adding　a　new　series　of　figures　containing　the　former．

゜［〉　　　［⇒　　　〔〉囲゜
complement　rotation　by　1800　　　switching

　Fig．14．　Example　of　T－equivalent　defbrmations．

　　　（iv）For　each　order　n，　the　graph　with　the　maユdmal　Rumber　of　edges　is　obviously　given　by　the　complete

graph　Kn．　There　is　an　in七eres七ing　problem　of　determi皿i皿g　the　graph　with　the　minimal　number　of　edges．

As　is　eXpected　from　the　above　list，　fbr　composite　n，　it　seems　to　be　given　by　the　product　of　those　factors

with　Ininimal　number　of　edges．　Fbr　a　primeη1，　however，　it　will　be　much　mysterious．

　　　There　are　similar　problems　of　enumerating　swi　tching　graph呂with　constraint（［4D，　and　swltching

digraphs（［3］）．　We　shall　undertake七hese　in　a　fbrthcom．ing　Paper．
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