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Abstract

Web geometry is devoted to the study of families of foliations which are in general position. We restrict ourselves
to the local situation, in the neighborhood of the origin in Cz, with d > 1 complex analytic foliations of curves
in general position. Basic invariants of webs in (C2,0) and examples of such configurations are presented. We
emphasize some problems of effectivity to characterize d-webs W(d) in (C2,0). Rank questions and curvature
are discussed. The point of view adopted here is the concrete initial data given by the differential equation
F(z,y,y') = 0, which is in correspondence with W(d). For this study, we use special meromorphic 1-forms
on the surface defined by the equation F(z,y,p) = 0. In particular, using these methods, we present an explicit
way to find the Blaschke curvature for a 3-web in (C2, 0).

1. Introduction

La géométrie des tissus s'intéresse aux propriétés géométriques des familles de feuilletages en position
générale. Dans ce qui suit on se restreindra a la situation locale, au voisinage de 0 € C?, avec une famille
de d > 1 feuilletages analytiques complexes de codimension 1 de (C2,0) en position générale. L’étude
entreprise est géométrique, et par conséquent, on s’'intéresse aux propriétés de telles configurations, a
savoir de germes en 0 € C? de tissus, qui sont invariantes par les isomorphismes analytiques du germe
(C2,0).

Cette étude systématique a débuté autour des années 30, notamment dans le cadre réel, par les
travaux de 1’école de Hambourg dirigée par W. Blaschke (c¢f. [B-B], [B], [C1] et par exemple [Hé5]). Pour
des généralisations et des développements récents aux horizons variés, on peut également consulter [G1],

[G2], [A-G] et [T96).

Avant de présenter les grandes lignes du présent travail, voici deux exemples de (germes de)
tissus de (C?,0) qui, on le verra ultérieurement, apparaissent comme deux péles autant attractifs que
complémentaires. '

Le premier exemple provient de la géométrie algébrique projective. Il est donné par les tangentes issues
d’un point générique & une courbe algébrique projective de classe d. Plus généralement et par dualité, toute
courbe algébrique réduite C' C P? de degré d, non nécessairement irréductible et éventuellement singuliere
détermine en un point générique z € P?, un germe Lo (d) d’un d-tissu de (P?,2). Ce dernier est linéaire
(i.e. toutes ses feuilles sont des droites, non nécessairement paralléles) et 'on dit que Lc(d) est “le” tissu
algébrique associé & la courbe algébrique C C P2. Si la courbe C ne contient pas de droites, les feuilles de
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Lc(d) sont les tangentes & la courbe duale C' C P? de la courbe C' C P2, sinon ce sont des membres des
pinceaux de droites correspondants.

Le second exemple est en fait général. Il est donné par les courbes intégrales d'une équation
différentielle du premier ordre et de degré d de la forme

F(z,y,y") = ao(z,9) . (v)* + a1(z,y) . ()1 + -+ + aq(z,y) = 0

ot les coefficients a; sont des éléments de I'anneau O := C{z,y} des séries entitres convergentes & deux
variables avec agp # 0. On suppose de plus que le polynéme F € O[p] naturellement associé & 1'équation
différentielle ci-dessus est sans facteur multiple, mais n’est pas nécessairement irréductible et ’on note
A(z,y) son p-discriminant. Au voisinage de zg = (20, y0) € C? tel que ag(z9) # 0 et A(z) # 0 on a d
tangentes distinctes et non “verticales”, et les courbes intégrales correspondantes de 1'équation différentielle
précédente sont les d feuilles d’un germe W(d) d’un d-tissu de (C?, z3). D’une maniere générale, 'équation
différentielle précédente définit un germe de tissu singulier de (C?,0) noté encore W(d).

Les deux exemples précédents sont liés par la remarque suivante. Dans un systéme de coordonnées
convenables, on peut vérifier que si C est une courbe algébrique réduite de P? d’équation affine P(s,t) = 0
et dont le degré est d, alors I'’équation différentielle correspondante & L¢(d) est donnée par le polynéme
F(z,y,p) = P(y — pz,p).

Il est naturel d’étudier les invariants du tissu non singulier sous-jacent & W(d) & partir des coefficients
de Péquation différentielle F(z,y,y’) = 0 et cette étude fait 'objet d’un travail en cours de l’auteur.
On présente dans ce qui suit les méthodes utilisées dans ce travail et une partie des résultats essentiels
obtenus avec les démonstrations ; ces résultats sont complets dans le cas particulier o d = 3 et seront
étabilis ci-dessous en détail. Les définitions générales de certains invariants d’un tissu, dont le rang, seront
rappelées. De plus, on montrera comment décrire de maniére effective ces derniers pour d = 3, & savoir
essentiellement la courbure de Blaschke de W(3). Ce qui complétera le théoréme classique de structure des
germes de 3-tissus de (C2,0) que I'on rappelera également. Outre ce résultat, le type d’information obtenu
permet par exemple de caractériser, de maniere effective, les 4-tissus de Nakai de (C2,0) (cf. [N]).

Les premiers résultats dans cette direction sont dis & G. Mignard qui, en partie grace aux méthodes
de base de ’analyse algébrique, c’est-a-dire de la théorie des D-modules oul D est ’anneau des opérateurs
différentiels linéaires a coefficients dans O, a donné dans [M1] (cf. également [M2]) une formule explicite
de la courbure de Blaschke de W(3), & partir des seuls a; pour 0 < i < 3.

Un des ingrédients essentiels dans ce cas était I’analyse algébrique du D-module, de la résonance,
associé & W(3) sur lequel on reviendra. Certes, les expressions explicites que 'on retrouvera restent
compliquées car la complexité inhérente & ce type d’invariant ne peut étre évitée; c’est en fait le cas
général de toute condition d’intégrabilité.

Cependant le point de vue présenté ici est différent. Outre une simplification des calculs effectifs et
surtout de leurs présentations, il vise & en obtenir des descriptions géométriques.

Soit S la surface, en générale singuliere, de (C?,0) x C dont I'équation est {F(z,y,p) = 0}. La
projection 7(z,y,p) = (z,y) induit un morphisme 7 : S — (C?,0) génériquement fini de degré d dont on
note m;(z,y) = (z,y,pi(z,y)) les branches locales.

La méthode proposée ci-dessous consiste & utiliser la géométrie de la surface S dans la description des
invariants du tissu W(d) et notamment des 1-formes différentielles méromorphes “suffisamment réguliéres”
de cette surface S. Ces derniéres seront des éléments particuliers du complexe (w$, d) introduit par D. Barlet
dans [Ba] pour tout espace analytique réduit S de dimension pure.

La définition précise de ces 1-formes sera également rappelée. Celles qu’on utilisera ci-dessous sont
directement liées a I’équation différentielle F'(z,y,y’) = 0 puisqu’on verra qu'elles sont de la forme

dy ~ pdz
w=r7- —%—(;T avec des polyndmes r € O[p] vérifiant des relations convenables avec les dérivées
2
partielles de F'. De plus, d’apres les propriétés générales des sections locales de wfg, ces formes ont des

d
traces, Tracer(w) := Z 7; (w) relativement & 7, qui se prolongent holomorphiquement sur (C2,0).

i=1
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D’une maniére générale, il s'agit de mieux comprendre comment la surface S gouverne la géométrie
de l'équation différentielle F(z,y,y’) = 0, via le tissu W(d) qu’elle engendre, aussi bien du point de vue
générique que du point de vue de ses singularités. On notera, en particulier, la présence “déterminante”
du p-résultant R := +ag.A de F € O[p] qui accompagne tous les calculs.

Simultanément, il s'agit également d’étudier la nature des tissus ezceptionnels de (C?,0), encore
appelés exotiques par S.S. Chern (cf. [C2]) et sur lesquels on reviendra dans les paragraphes qui suivent.

2. Sur quelques invariants associés aux tissus non singuliers de (C2,0)

Soit O := C{x,y} l'anneau des séries entieres convergentes & 2 variables. Un germe W(d) d’'un d-
tissu non singulier de (C?,0), ou plus simplement un d-tissu de (C2,0), est donné par d > 1 familles de
courbes lisses indexées par 4 et en position générale. Les feuilles de W(d) sont les germes non singuliers
d’ensembles de niveau définis par F;(x,y) = cste ou F; € O avec F;(0) = 0. La position générale se traduit
par dF;(0) AdF;(0) #0pour 1 <i<j<d.

Puisque I'on ne s'intéresse qu'a la géométrie des feuilles du tissu W(d), les objets importants sont les
champs de vecteurs X; = 0y (F;)0, — 05(F;)dy pour 1 <4 < d définis & un inversible pres de 'anneau O

ou encore les formes de Pfaff correspondantes w; = 8, (F;)dz + 0y (F;)dy pour 1 <4 < d avec 0; = 0—81‘ et

J
0y=6—y-

Par ailleurs, grace & I'hypothése de position générale et au théoreme d’inversion locale, I’étude
géométrique des configurations précédentes n’est intéressante que pour d > 3.

Par nature, comme on I’a vu notamment dans les deux exemples de I'introduction, un tissu se présente
dans son ensemble. Ainsi tout d-tissu de (C?,0) définit une équation différentielle du type F(z,y,y’) =0
décrit dans le second exemple de l'introduction et qui est obtenue comme produit d’équations différentielles
du premier ordre et du premier degré. Cette présentation ne privilégie aucune des familles de feuilles du
d-tissu de (C2,0) et sera le plus souvent retenue. Elle correspond par projection a la donnée du tissu W(d)
comme famille de feuilletages induite par la surface S = {F(z,y,p) = 0} et sa forme de contact.

L’un des invariants principaux du d-tissu W(d) est lié & la notion de relation abélienne. Un d-uplet

(91(F1), .- -, 9a(Fa)) € O% ot g; € C{z} et qui vérifie Zgi(F,v)dFi = 0 est appelé une relation abélienne
i=1
du d-tissu W(d) ; on désigne par

d
A(d) = {(g:i(F})) ; s € C{z} et Zgi(Fi)dFi =0}

le C-espace vectoriel des relations abéliennes du d-tissu wW(d).

La majoration optimale suivante :

rgW(d) := dimc A(d) < =(d —1)(d - 2)

DO | =

est classique (cf. [B-B] et par exemple [Hé5]) et I'on vérifie que I'entier rg W(d) défini ci-dessus est un
invariant analytique du tissu W(d) qui ne dépend pas du choix des Fj et que I'on appelle le rang de ce
tissu.

Le premier exemple donné dans l'introduction fournit un modele type important de tissu. En effet, un
tissu algébrique L (d) associé & une courbe algébrique réduite C' C P? de degré d est nécessairement de

1
rang maximal, & savoir —2—(d —1)(d - 2). C’est essentiellement une conséquence du théoréme d’annulation
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classique d’Abel qui permet de montrer (cf. par exemple [Hé2] pour des détails) que I’on a un isomorphisme
C-linéaire

A: H(C we) — A(Le(d))

ol we est le faiscean dualisant sur C. On rappelle que si C est lisse, on a we = 0% et que les sections
globales H%(C,wc) du faisceau we, c’est-a-dire les 1-formes différentielles abehennes sur C, forment

s
un C-espace vectoriel engendré par r(s,t) ) ou r € C[s,t] avec degr < d — 3. L’application A est

d
(P
construite de la maniere suivante : dans un systéme convenable de coordonnées, on a d branches locales

d
pi = (F;, &(F;)) sur P? ot on peut supposer que P(s,t) = H(t —&i(s)) = 0 est une équation affine

i=1
d
de C, ou en tant que famille de O-cycles de C paramétrée par P? on a I(z,y) N C = Z pi(z,y), avec
i=1
l(z,y) = {s = y — tz} et implicitement Fi(z,y) = y — &(Fi(z,y)). z. On pose alors A(w) = (9:(F)) ou
w = gi(s)ds au vommage de pi(0) puisque I'on peut vérifier que I'on obtient, apres extension, les égalités

Trace(w) = Z Z 9i(F;)dF; = 0 sur P2. Ce qui permet au passage d’établir une remarque de

llntroductmn a savoir que lequatlon différentielle correspondante & Ec(d) est donnée dans ce cas par le
polynéme F(z,y,p) = P(y - pz,p).

La détermination, via leur polynéme F' € O[p], des tissus W(d) qui sont algébrisables, c’est-a-dire de
la forme L¢(d) & un isomorphisme de (C?,0) prés est un probléme théoriquement résolu (cf. [Hé2] et le
travail en cours évoqué dans I'introducton). Ceci en partie, grace au théoréme de Lie-Darboux-Criffiths
(¢f. [G1]) qui permet d’inverser pour les tissus linéaires le résultat d’Abel ci-dessus et 4 Panalyse algébrique
minutieuse d’un systéme différentiel linéaire M(d) associé & W(d) dont on reparlera en détail ci-dessous.

Malheureusement, pour d > 4, la compréhension géométrique des conditions effectives qui intervi-
ennent dans ce type d’analyse est loin, pour l'instant, d’étre satisfaisante. C’est également le cas pour
d > 4 de la caractérisation des tissus de rang nul, c’est-a-dire ne possédant pas de relations abéliennes non
triviales, dont I'intérét apparait notamment en optique géométrique non linéaire.

D’autres modeles type de tissus de (C2,0) sont attendus et notamment des d-tissus £ (d) ezxceptionnels;
ce sont les d-tissus de (C2,0) dont le rang est maximal et qui ne sont pas algébrisales ; pour ces derniers ,
on a nécessarement d > 5 et le seul exemple connu, a ce jour, est le 5-tissu de Bol B (cf. [Bo] et par exemple
[Hé5]). Dans cette perspective, la poursuite de I'étude esquissée dans [Hé5] des tissus polylogarithmiques
notés Plog(d) ot notamment Plog(5) = B serait la bienvenue.

Pour éclairer cette notion de rang associé & un tissu W(d) dans le cas général, on peut considerer le
systéme différentiel linéaire R(d) dit de la résonance et dont les solutions (fy,..., f;) € O% vérifient

Xi(fi)=0 pour 1<i<d
R(d) Ou(fr+-+ fa) =0
Oy(fi+---+f4)=0.

Sil'on désigne par Sol R(d) le C-espace vectoriel des solutions de R(d), on a une suite exacte de C-espaces
vectoriels induit par la différentielle usuelle

0 — C? — SolR(d) - A(d) — 0.

Grace a 'hypothése de position générale, on peut montrer (cf. [Hé3] pour des détails et une généralisation)
que le D-module & gauche M(d) associé au systéme différentiel du méme nom est holonome et que sa
variété caractéristique a pour support la section nulle (cf. par exemple [G-M] pour les résultats de base
sur les D-modules et la terminologie utilisée). Par récurrence sur d, ce qui correspond & prendre des
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tissus extraits de W(d), on majore explicitement & l’aide de la matrice des symboles associée au systeme
différentiel M(d) la multiplicité de M(d), notée mult M(d). Ce qui permet d’exprimer le rang de W(d) et
de retrouver également sa majoration puisque

rg W(d) = dimcA(d) = dimgSol M(d) — d = mult M(d) —d

d’apres la suite exacte précédente.

Un 3-tissu de (C2,0) est de rang 0 ou 1, voici deux autres caractérisations de cette dichotomie.

Soit W(3) un 3-tissu de (C2,0). Pour z voisin de 0 € C? et en cheminant le long des feuilles de W(3),
on peut construire grace A ’hypothése de position générale un “hexagone” au voisinage de z qui se referme
ou non {cf. [T], [B-B] et par exemple [Hé5]). On dit que le tissu W(3) est hezagonal (ou posséde la propriété
de Thomsen) si pour tout z voisin de 0 € C2, tout “hexagone” construit autour de z se referme.

Par exemple, le 3-tissu H défini par x = cste, y = cste et x + y = cste est hexagonal.

On peut supposer que 'on a normalisé les formes de Pfaff w; définissant 1W(3) de maniere que I'on
ait wy +wqy + w3 = 0. La 2-forme Q := w; Awy = wy Awz = w3 Aw; est non singuliere et ainsi dw; = h;. Q2
ol h; € O pour 1 <14 < 3. De plus, il existe une forme de Pfaff v telle que dw; =y Aw; pour 1 <4 <3, 4
savoir Y= h2w1 - hlwg = hguJQ — hgw;), = h1(.d3 - h3w1 .

On dira que la 2-forme Kyy ) := dvy est la courbure de Blaschke de W(3) puisque 'on peut vérifier
que dvy ne dépend que de W(3) et non du choix normalisé des w;.

Le 3-tissu hexagonal H ci-dessus est de courbure de Blaschke nulle puisqu’il est donné par dz, dy et
—d(z + y) et que par conséquent hy = hy = h3 = 0.

Si Wy est défini par = = cste, y = cste et f(z,y) = cste, on a la normalisation 8, (f)dz-+0,(f)dy—df =
0 et Pon peut vérifier que ’on a la formule suivante :

Kyy, = 0;0y(Log ?E]fc%) dz Ady.

Le théoréme classique suivant caractérise la structure des 3-tissus de (C2,0) (cf. [B-B] et par exemple
les “notes bleues” [Hél]) : '

Théoréme.

Pour un 3-tissu W(3) de (C2,0), les conditions suivantes sont équivalentes :
i)rgW(3) =1, :
i) W(3) est parallélisable (i.e. donné & un isomorphisme analytique de (C?,0) prés, par les trois
familles de feuilles x = cste, y = cste et x +y = cste);
i1i) W(3) est hexagonal ;
) W(3) est de courbure de Blaschke nulle (i.e. Kyy(3) =0).

1l est naturel de rendre effectif le résultat précédent pour le 3-tissu W(3) de (C%,0) défini par ’équation
différentielle
ao(z,9) - (') + ar(z,9) . (v’ + az(z,9) .y’ +as(z,y) =0

olt ag(0) # 0 et A(0) # 0 avec les notations de I'introduction. C’est-a-dire de déterminer la courbure de
Blaschke de ce 3-tissu W(3) a partir de la donnée des a; pour 0 < i < 3 et par conséquent également son
rang. Ce qui sera obtenu dans le paragraphe 4. Auparavant, on montre d’'une maniere générale comment
les invariants introduits précédemment sont naturellemnet reliés a la géométrie de la surface S définie par

F(z,y,p) =0.

3. Normalisation, relations abéliennes et sections locales de w}
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Soit F(z,y,y’) = 0 une équation différentielle du‘premier ordre et de degré d de la forme
F(z,3,9) = ao(z,9) . ()" + ar(z,9) . ()" + - + aa(z,9) = 0

ou les coefficients a; sont des éléments de ’annean O := C{z,y} des séries entiéres convergentes a deux
variables avec ap # 0. On suppose de plus que le polynéme F' € O[p] associé est sans facteur multiple,

mais n’est pas nécessairement irréductible.
d

Soit zp voisin de 0 € C?, on peut écrire F(z,y,p) = ag(z,y) H(p ~ pi(z,y)) avec des germes p; de
i=1
fonctions analytiques définis au voisinage de zo, dés que R(F,3,(F))(z0) # 0 ot par définition 'élément

R(F,0,(F)) = ald=1, H(p,- —pi) = (—l)d(d;] ap.A de O est le résultant des polyndmes F et 9,(F) de

i#j
O[p), et oli 'on a noté le p-discriminant, non identiquement nul, A := A(F) = o272, H (pj —p;)? du
1<i<j<d
polynéme F' € O[p]. Dans ce cas, les champs de vecteurs associés au tissu W(d) de (C?, zp) défini, comme
dans I'introduction, par F(z,y,y’) = 0 sont de la forme

Xi:=0,+pi0 pour 1<i<d

et les feuilles de W(d) sont les germes d’ensembles de niveau définis par F;(z,y) = cste ou X;(F}) = 0 avec
des F; analytiques au voisinage de zo, Fi(20) = 0 et 9y(F;)(20) # 0 pour 1 < i <d.

Sur la surface réduite S, définie par 'équation F(z,y, p) = 0, on considere le complexe (w$, d) introduit
par D. Barlet (cf. [Ba] et par exemple [Hé6]). On rappelle que, pour 0 < p < 2, le faisceau wh est Og-
cohérent ot Os = C{z,y,p}/F et qu'il s’identifie & Q% aux points lisses de S. En fait, on peut vérifier que
les sections locales du faisceau w} sont des 1-formes différentielles méromorphes sur S, & poles contenus
Ty dy — 1y dz

5,(F)

dans le lieu singulier de S, qui s’écrivent w = avec un triplet (rz,7,,7,) d’éléments de O
ywip S

vérifiant la relation
T2 Oz (F) + 1y Oy(F) +750p(F)=0.F

ou 6 € Og ; de plus, on peut également vérifier que la différentielle d : w} — w? est définie explicitement

par

redy —rydx
Op(F)

dx/\dy_

« o(F)

) = (0a(rs) + By(ry) + Bp(ry) — 0)

Tz dy —rydx

€ wg (i.e. dw = 0) se traduit “4 la Picard”
Op(F) s

En particulier, la condition de fermeture de w =

(cf. [P-S], p. 118) par la relation
74 0z(F) + Ty Oy(F) +1p 0p(F) = (az(rm) + 3y(7"y) + 6P(TP))'F

ou le triplet (r5,7y,7,) est constitué d’éléments de Og.

dy —pdzx

p(F)
précisément dans ce cas, il existe des éléments 1, et t de O[p] dont le degré est inférieur ou égal & d — 1
et tels que l'on ait

Lemme 1. Soit r € Olp] tel que degr < d—2, alorsw = r- est un €lément de w}. Plus

T'(BI(F) +p(9y(F)) +7p. Op(F) = (8_1;(7'> +p0y(r) + Op(rp) "t) F
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Démonstration. Soit z voisin de 0 € C2 tel qu’avec les notations précédentes on ait R(F, Op(F ))(20) #0;
r(z,y,pi)

pour 1 < i < d en omettant la
8p(F)($ayvpz)ay(E)(a"y)

on pose avec ces mémes notations p; =
dépendance en z, y et p et également

PO (F) N Xilp) pi0y(F) <~ Kilp) Oy(F)
v Y '*Z et v —Z

p—pi —pi &= pepi

i=1 i=1

En vertu essentiellement de la formule d’interpolation de Lagrange, on a

d
T=F./\=(ag,pd+al_pd“1+...+ad), pia’y(Fi)
=1 P~ D
1 d
:F~{;sz szz pi O, 32101 pi Oy(F) }
i=1

= (ao - Ro).p* ! + (a0 - R1+a1 Ro).p¥ 2+ ---+ap.Ra—1+-+ +ag—1. Ry

avec des éléments R; Z p’ p; 9y (F;) dans O pour 0 < j <d—1out Ry = 0 puisque par hypothese le

degré en p de r € O[p] est au plus d — 2 et ag # 0. Grace a ce qui précede, on peut montrer que I'on a
'égalité O;(A) + pOy(A) + Op(p) = v. En effet, d’une part on a

sz pz Y F) Zd: (_(p—pi)+p)~piay(F sz

im1 P—Di im1 P—Di 1 PP

i=

puisque Ry = sz L, (Fi) = 0 et X;(F}) = 0,(F;) + pi0 (F)——Opour1<z<d et d’autre part on

obtient par derwatlon

d
_ 0x(p pi O ay F) pi 9z(pi)0y (F)
83”(’\)"; ; p—ps ; (p—p:)?
g By(p:) 0=(F) pi 020y (F3) pi Oy (p:) 0= (F3)
paym-—§ 20 Zl o ZW
d
_ p,)a ,Dz Pi pz p’l)a (F)
_; p— ; p- pz Z; (p—p:)?

ce qui permet d’établir 'égalité ci-dessus par addition et d’apres les définitions de u et v. A P'aide de cette
égalité, on peut alors vérifier que les trois expressions

r(z,y,p) = F. A
Tp(2,y,p) == F . p
t{z,y,p) :=F.v

qui, par définition, sont des éléments de O|[p] satisfont la relation de I’énoncé, & savoir r.(0;(F)+p 9, (F))+
rp. Op(F) = (05(r) + py(r) + Op(rp) — t) . F. Par ailleurs et comme auparavant pour 7, on a

Tp=(GO.QO)-Pd_lJr(ale+d1.Q0)-Pd—2+“'+ao-Qd—1+---+a(1f1-Q0
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d
avec des éléments Q; := pr - Xi(pi) pi 0y(F;) dans O pour 0 < j < d — 1 et de méme
i=1
t=(ao-To).p" '+ (a0. Ty +a1.T0) . p* 2+ +ag. Tu_1 + - +a4_1.Tp
d
avec des éléments T} := Z pZ . Xi(pi) 0y(F;) dans O pour 0 < j < d - 1. Ce qui démontre le lemme. O
i=1

Remarque 1.

Si les feuilles de W(d) sont toutes des droites (i.e. le tissu W(d) associé & I’équation différentielle
F(x,y,y") = 0 est linéaire), on a X;(p;) = 0 pour 1 < i < d. Par conséquent dans la démonstration
précédente pu = 0 d’oli r, = 0 et la relation du lemme devient r . (85 (F)+p 8, (F)) = (8:(r)+p0y(r)—t) . F.

Soit 7 = b3.p?™3 + by.p?™* + .- + by un élément de Ofp], alors d’apres le lemme qui précéde
dy — pdx . 1oy (12
w =71 ———— est un élément de wg et il existe des éléments
0p(F)

Tp = . p¥ e pti gy

t=to.p 2+t 040 oty
de Ofp] tels que l'on ait la relation

r.(0(F) +p0y(F)) + 1. 05(F) = (85(r) + p Oy (r) + 8p(rp) — t).F.

En particulier, cette relation montre que l'on a nécessairement degt < d — 2 puisque degr < d — 3 par
hypothése. D’une maniére générale cette relation entraine par identification des coefficients des différentes
puissances de p que l'on a exactement 2d — 1 relations entre les a;, b;, ck, tx et certaines de leurs dérivées
partielles premiéres ol 'on rappelle que F' = ag.p% + a3 .p*~ ! 4+ --- + a4. De plus, on peut montrer que
les diverses relations peuvent étre présentées sous forme matricielle.

Par exemple pour d = 3 et avec les notations précédentes on vérifie que I’on obtient le systéme matriciel
suivant :

0 ag . —aQp 0 0 az(bg)
ap ay 0 —2ag 0 3y(b3)
ay a2 Qg —ay —3a0 (55}
as as 2(13 0 —20,1 Co
as 0 0 ag —a9 C3
5y(ao) ag 0
Bx(ao) + 8,, (al) ay Qg
=bsy- 8x(a1) + 6y(a2) +ila-| ax | +t3-| a1
az(az) + 3y (03) as a9
8z(a3) 0 as

et Pon note R € O le déterminant de la matrice 5 X 5 ci-dessus. A 'aide, de combinaisons linéaires
convenables des colonnes et apres transposition, on peut montrer que

R:=R(F,0,(F)) = —ap.A

ou R(F, 6p(F)) est le résultant & (z,y) fixé, des polynémes F et 9,(F). C’est, en fait, une conséquence de
la formule de Sylvester, a savoir

ap a3 ay az O
0 ap ay as as
R(F, (%(F)) =13ap 2a; ay 0 O
0 3(10 2(11 ag 0
0 0 30,0 2a1 as
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A Vaide des formules de Cramer, on vérifie que le systéme matriciel précédent permet d’obtenir le systeme

suivant :
{ Raz(bg) + a1 bs = Rts

Ray(bg) +agby = Rty

on 8y(a0) ap —dagp 0 0
Or(ap) +dy(ar) a1 0 —2a0 O
-] = az(al) + By(ag) a9 as —-Qay —300
(9;; (az) + ay(ag) as 2(13 0 —2a1
81(03) 0 0 as —Qa2
et
0 8y(a0) —ag 0 0
ap Oz(ag) +0y(a1) 0 —2ap O
—0p = | Q1 Oz(al) + 8y(a2) ag -1 —300
az 0Oz(a2) +0y(as) 2a3 0 —2a,
as 31(0,3) 0 asz —as

Soit d > 3, on suppose désormais que R(F, dp(F ))(0) # 0, alors I'équation différentielle F(z,y,y’) =0
définit un d-tissu W(d) non singulier de (C2,0).
dy —
Avec les notations du lemme précédent la 1-forme particuliére w := %—(;),)EE est un élément
P
d
de w} puisqu’ici 7 = 1. De plus, on a R; = Zp{.g,-ay(ﬂ-) = 0 dans O pour 0 < 7 < d-2
i=1

pour 1 < i < d et également

ou dans ce cas particulier g;(z,y,p) :=
- @02) = g v, p)0, )@ 0
t-’l?,y,Pi . ) [
Xilo;) = en conservant les notations du lemme précédent ou ici 0,(F) +
() = 3 e1,900,F)@Y) ()

pOy(F)+ 1p. 0p(F) = (0p(rp) — t) . F puisque r = 1.

Pour 1 < 4 < d, on pose w; := 7} (w) = i Oy(Fi)(dy — pidx) = 0; dF;. Ce qui donne, dans ce cas,
une normalisation des formes de Pfaff w; définissant le d-tissu W(d) non singulier de (C2,0). En effet, ce
qui précéde permet d’exhiber entre les w; et avec les notations déja utilisées auparavant les d — 2 relations
indépendantes suivantes :

d d d
Z%’:O, Zp,-.wizo, ceey pr"3.wi:0
i i i

d’aprés Pannulation des R; pour 0 < j < d — 2 et puisque Xi(F;) =0 pour 1 < i < d. L'indépendance
de ces relations provient d’un déterminant de Vandermonde puisque p; # p; pour 1 < i < j < d d’apres
I’hypothése de position générale. :

Par ailleurs et pour 1 < i < d, on vérifie que dw; = X;(0i) 0y(F;) dz A dy; ce qui donne dans ce cas
particulier et avec les notations du lemme précédent

t(xyy,pi)
dw; = ——=———"—dz ANdy.
" Op(F) (Y, i)
Par exemple pour d = 3 et avec r = b3 = 1 on a ¢t = tp.p+ t3, et 'on obtient d’aprés le systéme
ci-dessus les deux relations suivantes : &y = Rtz et g = Rty. Par conséquent on a

A1 +piAsg

———= % _dx ANd1
) (@)

dwi =
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pour 1<i<3ou par définition les éléments A; := R~ 'a; et Ay := R~ lay appartiennent a O puisque
R(0) := R(F,d,(F))(0) # 0 par hypothése.

On va voir ci-dessous que les éventuelles relations abéliennes du d-tissu non singulier W(d) de (C2,0),
défini par I'équation différentielle F(x,y,y’) = 0, apparaissent comme P’annulation de traces, relativement
au morphisme fini 7, d’éléments particuliers de w}g. Plus précisément, le lemme précédent se particularise
et permet d’établir le résultat suivant :

Lemme 2. On suppose que R(F,0,(F))(0) # 0 et I’on note W(d) le d-tissu non singulier de (C2,0) défini
par Uéquation différentielle F(z,y,y') = 0. Toute relation abélienne non triviale (g;(F; )) du tissu W(d)
dy — pdx

p(F)
Uon ait d’une part, la relation suivante :

détermine une section locale w =1 - de wg, d-fermée avec r € Olp] ot degr < d — 3 et telle que

(*) T (ax(F) +pay(F)) +1p.0p(F) = (8:5(7') +pay(7') + 8,,(7‘,,)) F

ou rp € O[p] avec degr, < d—1 et d’autre part
Tracer(w Zw (w)= Zgz )dF; =0.

Démonstration. Elle reprend pour I'essentiel la démonstration du lemme 1, mais du point de vue “inverse”.

Soit
Z gz —
i1 p Pz

On a v = 0 puisque X;(F;) = 0 pour 1 < i < d. De plus, on a également

d d
pz) Gi F)a (F) et v = X'L(g1(Fl)) . 6y(E) .

1 P—Di D—Di

(F}) 0,(F;
'I"ZZF./\:(ao_pd+a,1_pd_1+...+a Zg1 p) p( )
i=1 4

d

d
=F-{%Zgi(m>ay( QZp, 9:(F;) Z G Fy) 0y(F) +--+}

:(aO.RO).pd_l+(a0.R1+a1.Ro).pd 2+---+a0.Rd_1+-~~+ad_1.Rg

avec des éléments R; := ij 9i(F;) 0y(F;) dans O pour 0 < j <d—1 0l Ry =0 et Ry =0 puisque par

i=1
d

hypothése Z gi(F;)dF; =0, ce qui correspond aux deux relations
i=1

d d
Y Gi(F)3y(F) =0=" pi.g:i(F)0,(F).
i=1

i=1

Ainsi le degré en p de I'élément r € O[p], défini ci-dessus, est au plus d — 3. Par ailleurs 7, := F .y est un
élément de O[p| dont le degré en p est au plus d — 1 et comme dans la démonstration du lemme 1, on a
d’apres ce qui precede 0z(A) + p0Oy(A) + Op(u) = v = 0; ce qui permet également de vérifier que l’on a la
dy — pdr
,(F)

relation (x) de I'énoncé. En particulier, d’aprés les rappels précédents sur w} la 1-forme w :=r-



November 2000 Sur la courbure de blaschke 21

définit un élément de w} tel que dw = 0. Enfin, grace a 'omniprésente formule d’interpolation de Lagrange,

on a
d

d
Tracer(w) := Zﬂ':‘(w) = Zgi(Fi)dFi =0
i=1

i=1
dy — pidzx

— 1 = g;(F))dF; pour 1 <i <d. Ce qui démontre le lemme. [
dp(F)(nyapi)

puisque 7} (w) = r(z, Y, pi) -

On vient de construire au voisinage de 0 € C?, une application C-linéaire, notée
T: A(W(d)) — ap

ot A(W(d)) est le C-espace vectoriel des relations abéliennes du d-tissu non singulier W(d) de (C?,0),
défini par I’équation différentielle F(z,y,y’) = 0, et ol ap est le C-espace vectoriel défini de la maniere
suivante :

dy —pdx

ap={w=r “aF) € w} avec 7 € O[p] ol degr < d — 3 et telles que dw = 0}.
P

11 suffit en effet, & laide de lemme qui précede et ses notations, de définir T par T(gi(Fi)): w =
- dy — pdz

»Y, D) - '

PP 5w, y.p)

Théoreme 1. Sous les hypothéses précédentes, lapplication C-linéaire
T : A(W(d)) — ar

définie ci-dessus est un isomorphisme.
dy — pdx

Démonstration. L’application T est injective. En effet, si T(g;(F;))=r+- —5—=— = 0 on a par définition
8, (F) P
P

de 7 et puisque ap(0) # 0, le systeme suivant :

(

d
> 0i(F)dy(F) =0

d
> pi- gi(F3)8y(Fi) =0
=1

et un déterminant de Vandermonde impose que la relation abélienne (gi(Fi))i du tissu W(d), au voisinage
de 0 € C2?, est triviale. L’application T est surjective. En effet, si w € ap alors

* dy — idﬁl?
7 (W) = 1(@,9,P)) - 5

_WoROT L F,
p(F)(mayypi) P '

. \ , . . s 7"(33,3/, pz)
Xi(F;)= 0. (F;)+p;0,(F;) =0etoul’ lifier I’écrit i = .
puisque X; (F;) = 07 (Fi)+pi0y(F}) ol ’on a posé pour simplifier I’écriture p 55 F) @, v, p2) 0. (F)
Puisque dr}(w) = 7} (dw) = 0, on a dp; A dF; = 0 ce qui montre que p; = g;(F;) avec g; € C{z}. En effet,
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on a 9 (pi)0y(Fi) — 0y(p:)0z(F;) = 0 d’ott Xi(p;) =0 et par suite p; = g;(F;) puisque dF;(0) # 0. Comme
auparavant, on a

r:(ao.Ro).pd_l+(aO.R1+a1.R0).pd_2+---+a0.Rd_1+---+ad_1.Ro

ou les R; Z p’ pi Oy(F;) sont dans O pour 0 < j < d — 1. Par hypothése w € ap, ce qui donne les
deux relatlons
: Ry=0=R,
d
puisque ag(0) # 0. Soit Z piOy(F;) = 0 et Z Pi . pi Oy (F3) sz 2 ( = 0, c'est-a-dire
i=1

Z 9i(F;)dF; = 0 puisque p; = g;(F;). Ce qui démontre le théoréme. (1

On notera que la majoration classique du rang d'un d-tissu non singulier W(d) de (C?,0), que les
méthodes du prochain paragraphe permettent de retrouver, montre que la dimension du C-espace vectoriel

ap est au plus %(d— 1)(d-2).

4. Sur la description de ar et quelques applications

La description du C-espace vectoriel des relations abéliennes du d-tissu non singulier W(d) de (C2,0),
défini par I’équation différentielle F'(z,y,y’) = 0, revient d’aprés le théoréme précédent & celle de ap.
Par hypothése, on rappelle que F' = ag.p? + a1.p* ! + - -+ + a4 avec des a; dans @ on ao(0) #0 et

. dy — pdz
A0)#£0.Siw=r- =—-—

est un élément de ar on a

r= bg.pd_3+b4.pd_4 + e +bd

rp=c1.p e p 4 e

ol de plus, le couple (r,7,) € (O[p]) vérifie la relation (x) puisque w est d-fermée. Cette relation que I’on
rappelle ci-dessous

() 7(0e(F) +pOy(F)) + 5. 0p(F) = (0(r) +pOy(r) + Op(rp)) . F

entraine par identification des coefficients des différentes puissances de p que 'on a exactement 2d — 1
relations entre les a;, b;, ¢ et certaines de leurs dérivées partielles premitres; ce systéme d’équations
induit par la relation (x), sera noté (x4).

Comme on I'a vu dans le paragraphe précédent, pour d = 3 et avec les notations précédentes on vérifie
que le systéme (x3) équivaut au systéme matriciel suivant :

0 g —agp 0 0 83,,(1)3) 0y (ao)
ag a3 0 —200 0 ay(bg) aa:(aO) + By(al)
ay Gz Qs —a1 —3ap c1 =b3- 6z(a1) + ay(ag)
az ag 2(13 0 —2a1 Co 81 ((12) + Gy(ag)
as 0 0 as —as C3 81 (ag)
et l'on a également R := R(F,8,(F)) = —ao.A pour le déterminant de la matrice 5 x 5 ci-dessus, en

vertu de la formule de Sylvester.
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D’apres les formules de Cramer et puisque R(0) # 0 le systéme (x3) équivaut au suivant :

Ox(b3) + A1 b3 =0
8y(b3) + Ay b3 =0

(*3) c1+Ci1b3 =0
Cg+02b3=0
c3+C3b3 =0

ol les A; et les Cy sont des éléments de O obtenus comme quotients de déterminants. On rappelle que
I'expression ezplicite de A, et Ay en fonction des coefficients de F' = ag.p® + a1 .p* +az.p+ a3 a déja été
donnée, 3 partir des déterminants «;, az et R, dans le paragraphe 3.

Ce qui précéde montre que le C-espace vectoriel ap est uniquement déterminé par les solutions b3 € O
du systéeme différentiel linéaire M(3) suivant :

Da(bs) + Arbs = 0
M) { By (bs) + Az b = 0

qui, par construction, ne dépend que des coefficients a; € O de '’équation différentielle F(x,y,y’) = 0. On
notera que les conditions d’intégrabilité du systéme différentiel M(3) se réduisent, en tant qu’élément de
O, a lunique condition '

K = 8x(A2) - 6y(A1) =0.

Soit D l'anneau ncethérien & gauche (et & droite) des opérateurs différentiels linéaires & coefficients
dans O. On note encore M(3) le D-module & gauche associé au systéme différentiel linéaire du méme nom.
La matrice associée au systeme différentiel M(3) en tant que D-module & gauche de présentation finie est
la matrice ligne définie par (e1,€2) := (0, + Ay, 0, + Az) o plus simplement M(3) = D/(9, + Ay, 0, + A2)
en tant que quotient par un idéal & gauche.

La matrice “naivement” associée aux symboles principaux du systeme différentiel M(3) est la matrice
ligne (£,7) ol (£,7) est le systéme des coordonnées cotangentes au systéme (z,y) des coordonnées de C2.
Ce qui montre, & I'aide de résultats de base de la théorie des D-modules (cf. par exemple [G-M] ou [Hé1]),
que le C-espace vectoriel Sol M(3) des solutions analytiques du systéme différentiel M(3) est de dimension
finie, au plus égal a 1.

Autrement dit, on retrouve la borne classique du rang des 3-tissus de (C2,0) puisque par définition et
les résutats qui précedent, on a

rgW(3) := dim¢ A(W(3)) = dimg ap = dimg Sol M(3) < 1.

Plus précisément, I'idéal & gauche de D correspondant au systeéme différentiel linéaire M(3) est
completement décrit a I'aide de ses générateurs par

(5x +A1,ay + A2,3x(A2) - ay(Al)) = (61,62,K)

puisque d’une part 9,62 — Oye; = Azey — A1€2 + K dans D et que d’autre part on peut, par dérivation,
vérifier que si K # 0 dans O alors, en fait, 1 € (£1,£2, K) dans D; ce qui permet de montrer que I’on a

0 si K#0
’"gw(3)={1 ;i KiO

Cette dichotomie n’est pas une surprise d’apres le théoréme de structure rappelé dans le paragraphe
2. De plus, ce théoréme est complété par le résultat explicite suivant :

Théoréme 2. On suppose que R(0) # 0 et I'on note W(3) le 3-tissu non singulier de (C2,0) défini
par Véquation différentielle F(z,y,y’) = 0. Alors la courbure Kyy(3) de Blaschke du 3-tissu W(3) vérifie

légalite sutvante :
Kwgy = K(z,y)dz Ady.
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dy —pd
Démonstration. On a vu dans le paragraphe 3 que la 1-forme particulitre w = yT(g;)—:E permet de
P
donner une normalisation des formes de Pfaff w; définissant le d-tissu W(d) non singulier de (C2,0) en

dy — pidz . .
posant w; := 7} (w) = Y~ Pi ] pour 1 <7 < 3 puisque dans ce cas w;y + ws + w3z = 0. De plus, on a

aP(F)(xa Y, Di A A
également montré qu’avec les notations précédentes on a dw; = A1t pife
Op(F)(, v, p:)

v := Ajdz + Aady, on a dwi =7 Aw; pour 1 <17 < 3 d’aprés ce qui précede et dy = K(z,y) dx A dy par
définition de K. Il suffit alors de se rappeler que par définition Kyy () := dvy. Ce qui démontre le théoréme.
O

dx Ady pour 1 < i < 3. Soit

Remarque 2.

Si les feuilles de W(3) sont toutes des droites, on pose dans ce cas £(3) := W(3) et avec la normalisation
précédente, on a 0,(F) +p0y(F) = —t.F = —(A; +pAs) . F d’aprés la remarque 1 et les observations du
paragraphe 3 déja utilisées ci-dessus. Apres identification des coefficients des puissances de p* et p® dans
la relation ci-dessus, un calcul montre d’aprés ce qui précéde que la courbure K £(3) de Blaschke du 3-tissu
linéaire £(3) de (C?, 0) associé & Iéquation différentielle F(z,y,y') =0 ot F =ap.p*+a1.p? +az.p+az
vérifie ’expression simple suivante :

K£(3) = 63(2) dx A dy .
ag
Cette formule peut étre établie d’autres facons (cf. par exemple [Hé1], grace 4 la notion de fonction d’un
tissu due & W. Blaschke et également [M1], & I'aide de ’examen de la condition de fermeture hexagonale de
G. Thomsen). On notera que I’annulation de K £(3) correspond a la classique relation de Reiss caractérisant
les courbes algébriques (cf. par exemple [Hé4]) puisqu’avec les notations du paragraphe 2, on a dans ce cas
F(x,y,P) = P(y —pmap)'

Plus généralement pour d > 3, on obtient que le C-espace vectoriel ap est uniquement déterminé par

les solutions analytiques (b3, by, . .., bq) du systéme différentiel linéaire suivant :
0z (bq) + Ainbs + - 4+ Ajgobs = 0
Or(ba-1) +0y(ba) + A21b3 + -+ + Agg by = 0
M(d) :
0r(b3) + 0y(bs) + Ag—21b3 + -+ + Ago4-2bs = 0
Oy(b3) + Ag11b3 + - 4+ Agoya2bs = 0

ou les A;; sont des éléments de O construits, grace aux formules de Cramer, & partir de la matrice M
associée au systéme (x 4). De plus et comme auparavant le déterminant de cette matrice M d’ordre 2d —1,
noté R comme précédemment, vérifie d’apres la formule de Sylvester les égalités suivantes :

d—1

R:= (-1)"*IFIR(F,0,(F)) = +a0. A .

L’analyse algébrique du systeme M)(d) reste & faire, notamment en ce qui concerne l'interprétation
géométrique de ses conditions d’intégrabilité. Dans le travail en cours évoqué dans I'introduction, on a
seulement dégagé pour I'instant que des conditions nécessaires et suffisantes assurant le rang maximal et
ce, a l'aide de résultats de base de la théorie des D-modules.

On rappelle que, grace au théoréme 1 et ce qui précede, la description du C-espace vectoriel A(W(d))
des relations abéliennes du d-tissu non singulier W(d) de (C2,0) défini par 1’équation différentielle
F(z,y,y’) = 0 revient, via ar, & celle des solutions analytiques Sol M(d) du systéme M(d). Ce systéme
M(d), comme celui de la résonance R(d) défini dans le paragraphe 2 représente, aux constantes pres
pour ce dernier, 'espace A(W(d)) : 'un étant “global”, 'autre “scindé”. On notera que la complexité des
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coefficients A; ; de la présentation de 'un compense largement, au moins du point de vue de Peffectivité
et des le cas d = 3 (cf par exemple la complexité générale des calculs de [M1]), I'apparente simplicité de
la présentation de ’autre.
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