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Sur les Points Singuliers des Equations Différentielles
Ordinaires du Premier Ordre. II
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Institut des Mathématiques, Faculté des Sciences,
Université Ochanomizu, Tokyo

Soit donnée une équation différentielle
1 dy _ P(x,y)
(1) h = : ’
dr Qz,y)
ou P(x,y) et Q(x,y) sont des polynomes de y sans facteur commun,
leurs coefficients étant des fonctions réguliéres de « pour |x|<A. Posons

PO, )=Po(®), Q(0,%)=Q),

et
P, y)=Poy)+ Pi(x, 9), Q, y)=Q(u) + u(w; v) -
Nous supposons de plus que Pu(y) et Q,(y) n’ont pas de facteur commun
et que I’équation différentielle
@2 dy _ Py(y)
' dt  Qu(y) .
admet une solution périodique ¢(¢) holomorphe - pour < Jt<r, et
admettant une perlode réelle w. IL’ensemble D des valeurs que prend
la solution dans r,<t<z, est ouvert.
Le but de notre présent mémoire est & demontrer le theoreme' ‘
suivant. : , ‘
Théoreme. Soit E un ensemble quelconque ferme et borné dans D.
Si ty=1log x, (<0) est assez grand en module, toute solution de (1) pj'enaéit
une valeur y, dans E  pour x=x, est développable pour t=logz réelle
en serie convergente ordonnée swivant les puissances entieres de x, avec
des coefficients peériodiques, le premier terme etant ¢(t+c). '
Si lon pose a=c¢'e, ’équation différentielle (1) devient

3

_ S _ ' d?/ Py(y) e e
® BB ¢ oteGlete )
ot :
| [ P P& ) PD)
m&mE{QMHQ@m QMJ

Soit F' un ensemble fermé et borné contenu dans D et eontenant E a
son intérieur. Si A, est assez petlt on a le développement

APAET) L P+ PAET) o QET) Y
GE 7= E{QM)+ @) % QM)}
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pour |£]< A, 7€ F. On peut supposer que ¢(f) appartient a F pour
7+ 0<QJt<1,— 0 quelque petit que soit ¢ >0. .
Cherchons d’abord une solution formelle telle que -

@ 2‘ D6’ pH)=0(®) .
On obtient pour déterminer p,(¢) une équation de la forme
dpa(8) _ [ d Po(y)] _- o
5 : — 0t Pn(&) + Gu(Pos D1y ** 5 D)
® dt { dy Qu(y)lv-e n}p (&) + GalPo, P1 Dn-1)

olt G, est un polynome de p,, p,, --- ,;pn_'l,:ses coefficients &tant des
fonetions holomorphes dans D. La solution de 1’équation différentielle

b):

Po(@)e-mgt ' Qo(gp) G
Qo) -= Py(¢)

est holomorphe pour 4+ 0<t<r,—0 et admet la méme période réelle

o en méme temps que py(t), + -, P,1(&). On en conclut que tous les

coefficients de (4) admettent la période w. Il est a démontrer la con-

vergence de (4). ‘ R e
Soit

pn(t)_—_ ﬂ(po, Dis o+, pn—l)enbdt '

o dz
(6) Et“_R v(e'e, t, 2)

I’équation en z=y— Hy(e'e, t), ot
N-1
Hy(e'e, )=¢ () + > p;(O)e’ e’ .
j=1

Nous pouvons. choisir des constantes A, By, Ai(ZAy), P, de maniére que
Pon ait

) | Ry (&, 1,2)| < Alz| + Byl|™
pour [&]<CA;, [2|<py, THI=Jt=7,—F.
- Désignons par & la famille des f0nct10ns P(E, t) satisfaisant aux
conditions suivantes :

1) ¢(&,t) est une fonetion holomorphe de (&,t) pour |&]<CA,, 11—1—6
<St<r,—0, admettant la période réelle w par rapport & ¢, ol A, est un
nombre positif satisfaisant a A,<<A,, KAF<p;; : : :

2) ¢(&,t) satisfait a Pinégalité.

(8) 4G t)léKlSIN :
ou N et K sont des eonstantes 1ndependantes de </1.
Posons . o :
©) 0, )= Rale'e,t, 9le'e, )t
et o

gp.(sa t)=@(ge—t: t) s
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Désignons par T' la transformation qui fait correspondre a ¢ la fonction
¥. Nous démontrerons, a l’aide du théoréme d’existence des points
invariants,” qu’il existe dans § une fonction ¢ telle que ¢(§,¢)=" (¢, t)
pour |&|<A,, 74 0<t<ry— 0.

D’abord, ¢ e ¥ entraine e . En effet, (& ¢) est une fonection
holomorphe de (&, t) pour |&|<CA,, o+ 0<St<r,— 0, puisqu’on voit facile-
ment la convergence uniforme de I’intégrale (9). La périodicité de ¥ (¢, ¢)
par rapport a £ est aussi facile a vérifier. L’inégalité (7) entraine

0™, =12 =B g

Done, pour que lon ait
|Z(&, D) <K]|¢]",

il suffit de déterminer N et K de maniére que
AK+By=NK.

Puis démontrons 1a continuité de la transformation 7. Supposons
quune suite {¢,} extraite de { converge uniformément vers ¢ pour
|&]<CA,, 7+ 0<St<r,— 8. 1l suffit de montrer que la suite correspondante
{¥,}, converge uniformément vers la correspondante ¥ de ¢. D’apres
la condition (8), on peut faire correspondre & deux nombres positifs
- quelconques &', A'(<CA,), un entier N’ tel que '

| —,|<e’|6]7 pour n>N', [§|<A!, 7+0<Jt<r—0.
On obtient

7 0~ Ta(E 01| AN o+i0) = $ulE, o+in)ldo

SAE,
ou A’ est une constante indépendente de n et t=c+4r. Par suite ,(&,?)
converge uniformément vers ¥(¢,¢) pour |&]<{A,, w+d<Jt<rm,—o. Ii
est évident que la famille ¥ est fermée, convexe et normale.

Par conséquent, il existe une fonction ¢(&, t) telle que ¢(&, )= (&, t).
J(e'e, t) est alors une solution de ’équation différentielle (6). C’est une
seule solution satisfaisant a la condition z=0(¢"*) pour Ri— — oo, Jt=0.
On en conclut que la solution de (3) : ’

57}-(356, t)é—:Hﬁ(e”e, t)+ ¢(6ts’ ?),

est indépendante de N. ¢(&, t) étant holomorphe par rapport a (&, ¢)
pour |&|<A,, 7+ d<St<r,—6, on a le développement convergent

P&, ty= 20%(75)-5"
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pour I61<A27 71+ 0 Itz — 0.
I’équation (8) reste invariable si ’on remplace ¢ et ¢ par ¢+c¢, e

Done y=4¢(e’, ¢-+¢) représente la solution pour |e'|< A, r+ d<SE+0)<
Tz'—ao o
11 nous rests a montrer que 'on peut déterminer ¢ de maniére que
'.Uo:?b—(@to; thto) . -
La wvaleur de ¢ telle que ¢(¢)c E appartient a une bande B:
(14 0D <Jt<7:(<r,—0). Il existe une valeur ¢, telle que ¢, ¢ B, go(_tl)
=10, Itl—tul<%w- Soient d’autre part p, p’ et L des constantes positifs
Po(?/)lgpl , Pg(y)__ Py(yo)

4 Q) Qy) Qu(yo)
Si te B, It—tlléd(fi—‘l'l_a; T,—0—713), On a

pO—ol=||; ¢'@ )

Po) 4y, (F [ Pule®) _ Py
Qo(?/o)_ -6+ Stl [ Qu(e(?)) Qo(%o) tl

gplt—tﬂ—%’—lt—mz-

—~C

telles que Pon ait p< <Lly—vy,| pour ye F.

Si R est assez grand, on a

l;pj(t)ejbo <%—Pd

pour 71 —d<}i<r;+d, M —R+31w, Rt,<—RK. Nous supposons d assez
petit de sorte que '

_Lp'd

=
On a alors ‘
= (O>] 5, ps(t) e’
sur la circonférence |¢—t|=d. Puisque Péquation en ¢
Yo—¢(t)=0

est satisfaite pour ¢=t¢,, I’équation en ¢
J(eto’ t)=1y,

admet, d’aprés le théoréme de Rouché, une racine t=t,+c¢ dans le cercle
|t—t,|<d. La solution . '
y=9(e’, t+0)
prend la valeur y, pour ¢=¢t,. C.Q.F.D.

En terminant ce mémoire, je remercie Professeur Masuo Hukuhara
de la Dbienveillance sincére en me donnant de diverses suggestions
profitables.

(Recetved Jan. 30, 1953)



