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Nous considérons I'équation différentielle
dy _ P(x,9)
- 1 x° +1 %Y L\ ,

M dx Q(x,v)
ol o est un entier positif et P(x,y) et @ (x, y) sont des polynomes en y
sans facteur commun, leurs coefficients étant des fonctions réguliéres de
x pour |x|<4. : ‘

Posons

Désignons par P (y)/@Q,(y) la fraction irréductible coincidant avec
Py (9)/@ (), par ai (i=1,2,-,m) les racines de P,(y)=0, et par B:
(1=1,2, ---,n) les racines de @,(y)=0 qui n’annulent pas P,(y). Le but
de notre présent mémoire est 3 démontre le théoréme suivant.

Théoreme. Supposons qu’il n'existe aucune combinaison des résidus -

de Qy(v)/Py(y) dont la somme est puvement imaginaire, et soit y (x) une
solution de (1). Alors, quand x tend vers 0 par valeurs positives, (1)
ou bien elle converge vers une des racines de P,(y)=0; (ii) ou bien
il existe une suite decroissante {xn} telle que vy (xx) converge vers une
des racines multiples de P} (y)=0.

Lemme 1. Léquation différentielle

@ Ay __ Pi(y)
dx Q& (¥)
ot t est une variable réelle, wadmet pas de solution périodique.
S'il existait une solution admettant une periode réelle w, cette solu-
tion décrirait une courbe fermée I” dans le plan des y. I' ne pourrait
passer par aucun des zéros de P} (y)/@;(y), et on aurait '

(3) 2w > n=w ,'
=1
ou n, -, 7 sont les résidus aux poles de @;(y)/Pj(y) qui se trouvent 3

lintérieur de I". 37 n’étant pas purement imaginaire par I’hypothése,
la relation (3) est absurde. '
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Lemme 2. Soit F un ensemble fermé défini par -
lng_M, ly_—"allggy . (i:1,2,"',74’l),

o 8 et M sont des nombres positifs quelconques. Ii existe alors une
valeur T telle que toute la solution de (2) prenant une valeur dans F
pour t==, ne peut rester dans F pour 0 < t—7y < T.

Soit @ (#) une solution qui prend une valeur y, dans F' pour {=m,.
Si @ (¢) convergeait pour {— c vers un point 7, différent de « et de
«i, la fonction inverse serait réguliere pour y=z, et { ne pourrait
devenir o, contrairement a I'hypothése.

Si la solution ¢ (f) restait dans F pour # — o, on pourrait trouver
une suite {f»} telle que liin thr=c et @(tx)=3»—n( F). On pourrait

" supposer de plus que les points se trouvent sur‘une droite passant par
7 et que, en partant du point y», et parcourant la courbe décrite par
@ (t), on rencontre la droite la premiére fois en y,.;. On aurait alors

(4) I 27ri27k—(tn+l_jt”)I.—_gK,yn-l-l'—y”,s

ou K:me}?x Q (v)/Pi(y). 9ue1—yn tend vers zéro pour n— o, tandis
ye

que f,.,—tn» reste plus grand qu'un certain nombre positif. Donc,
. linégalité (4) est contradictoire avec I'hypothése.
Soit F’ Pensemble fermé défini par

lyl<M', ly—ai| =28,

ou M’ et & sont des nombres tels que M’ > M+e;, 0<8 <8—e. La
solution ¢ (¢) satisfaisante A la condition initiale @ (v,)=y,(e F), arrivera a
la frontiere de F’ pour f—==7T"(»,). On peut faire correspondre i un
nombre positif quelconque e; un nombre positif §; (y,) de maniére que la
solution y (¢), telle que

, Ly (z0) =50 | <81 (o),
satisfasse 3 I'inégalité
ly@)—p )] <<er pour 0=<t—7y< T ().

La solution y (¢) arrive donc 3 la frontiére de F pour une certaine valeur
de ¢ moindre que T (v,)+7. On peut extraire de F un nombre fini-de
points y;, y,, --- de maniére que les cercles des centres v, et des rayons
8 (y;) couvrent F. Alors, la solution qui prend une valeur dans F pour
t=7, ne peut rester dans F pour 0 <¢—7y < T=max{T (yz)}.

Lemme 3. Soit F" un ensemble fermé défini par

ly | <M'", |y—ail=8", |y—Bil=¥",
(i:l’zy'”’m’ j:lyzy'“’n)’

o 8" et M étant des nombres positifs quelconques. Il existe alors une
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valeur T telle que toute la solution de (1) prenant une valeur dans F"
pour t=v, ne peut vester dans F'" pour 0 < t—ry < T.

Soit ¥ (¢) ou t=x"°/c une solution de (1) prenant une valeur dans "
pour =, et soit ¢ (f) la solution de (2) telle que v (v))=¢(r,). Alors
d’apres le Lemme 2 ¢ (¢) se trouve i la frontiére de F pour t—zo=T"
(0<<T'< T). Supposons que M > M" +¢, 0<8<8"—ey 0 >0. Si 7
est assez grand, ,

v - @) <ez pour 0<t—7 < T'.
¥ () se trouve donc a la frontieére de F" pour une certaine valeur de ¢
moindre que 7". ‘
C.Q.F.D.

Soit v un zéro d’ordre » de P,(y) et un zéro d'ordre u de @, (), et
si y=co, p et » désignent les nombres analogues au point 0 relatif a
I'équation en 1/y. Lorsque ¢ est assez grand, la solution de (2) se com-
porte dans I'anneau assez petit comme sur les figures suivant que
v—pu=rk>1, k=1et RA >0, £=1 et RA <0, et «<1, ou 1 est la
valeur de — Py (y) / & (J’)

(y=v»/ (y—o»

oL

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 -

 Nous allons maintenant démontrer le théoréme. Soit ¥ (¢) une solu-
tion quelconque de I'équation différentielle (1). D’apres le Lemme 3, elle
ne peut rester dans F' lorsque ¢#— co. Elle ne peut entrer dans 'anneau
de la figure 2. Si elle entre dans I'anneau de la figure 3, elle ne peut
revenir a F', et elle converge vers . Si elle ne converge pas vers un
des points v, 'ensemble L des points limites de ¥ (#) pour #— oo contient .
au moins un des points 1, soit ¢, par exemple, les cas des figures 2 et
3, étant exclus. Si 4, est un voisinage assez petit de v;, la solution ¥ (¢)
traverse la circonférence de 4; une infinité de fois. Soient 4, » (2=1,2,---),
les points ou elle sort de 4;. Nous supposons la suite {4;,»} convergente :
bi=lim by, . Smon il suffirait la remplacer par une suite partielle con-

Vi mdad

venable. Posons

. Yy, w (B) =" (E+ 1, ) (n=1,2,).

La solution v, (¢), partant du point &, », entre dans un des 4, 4, -,

soit 4,, la premidre fois en dp,». Si # est la valeur de £ ou l'on a

‘1’1 ,,(tl) ds, », le Lemme 3 montre que ## < 7. La suite (¥, (£)} (n=1,
) converge dans lintervalle 0 < ¢ <lim# vers la solutlon Q)l( ) de

-0

pour J/ _%
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(2) prenant la valeur &, pour f{=0. L’équation y=¢, () 0t T")
représente une courbe dans F”’ dont les extrémités b, et d, se trouvent sur
les frontieres de 4; et de 4, respectivement. Mais on peut discuter de la
méme maniere en remplagant les rayons. des cercles 4; et 4, par des
"nombres plus petits. On peut en conclure sans peine que la suite {Y~, » (#)}
converge vers @;(f) dans un certain intervalle #; <t <%, et I’équation
y=¢@,(t) (M <t=<Fk) représente une courbe joignant les points v, et w..
On verra de méme qu'il existe une suite des nombres {f;,} telle que
t, n — o et que la suite {Yr, » (1)} OO VYo, (£)=" (t+1, ») converge dans
un certain intervalle %, <t<{k, vers une solution y=g, () de (2) qui
tend vers 1y, pour t— h; et un des points v;, soit v, pour ¢ — k,, et ainsi
de suite. Les points v; étant en nombre fini, on peut supposer qu’on
revient, aprés un nombre fini de telles opérations, au point de départ v,.
Nous obtenons ainsi un nombre fini de solutions de (2): @, (¢), @, (), -
@1 (t) jouissant des propriétés suivantes,

(i) @ (t) est reguliere pour A;<t<k; et tend vers y; pour ¢ — h;

et ;.1 pour ¢ — Rj, ol vy, -+, v (v;.1=m) sont différents I'un et autre;
(ii) 11 existe une suite {fj,»} (n=1, 2,---) telle que ¢;,» — © et que

la suite {¥j, » (¢)} converge vers @, (¢) dans l'intervalle z; <t < kj.

Le cas, ou tous les points v, ---, v, sont tels que P;(y)==0, ne peut

se présenter. Prenons, en effet, une solution q)l (t) prenant pour =0

une valeur telle que

| @1(0)—b, 1 < &:.

Si §, est assez petit, @) ()=p, se trouve pour une certaine valeur 7 de ¢t
sur la frontiere de 4, et on aura

[ @1 () —@1 () | e pour 0<¢ <7,

e; étant un nombre positif donné a I'avance. Supposons, par exemple,
que le cas de la figure 4 se présente au point y,. Nous pouvons com-
parer @1 () avec

1
6, (t)=p» ( 1+ > (1;§1£f~71) > 1-« )

pourvu que # décrive un chemin de la longueur finie sur lequel on a

; 5|6, (t)—m2 | < 25

Soit C, la circonférence de centre +—p§™/(1—x)r et de rayon
| p3-/(1—«)\|. Sur cette circonférence, on a |6,()—y.[=8,. Au

point m=71+2% (p§=/1—x)N), 6.(¢) est trés voisin de &, sil'on parcourt
un certain nombre de fois la circonférence C,. On a donc

[ @1 () =8, <82

" Le nombre positif 8, peut étre supposé aussi petit que 'on veut.
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Soit @3 (t) la solution de (2) prenant la valeur @/ (r) pour =0 ou
@:(0)=b.. On peut discuter relativement a @;(¢) de la méme maniére
que tout a I'heure. On peut définir ainsi successivement les solutions
o1 (@), @3(1), -+, @l (D). 11 existe alors une solution q)(t) qui comc1de
avec q)l(t)pour0<lt|<n et avec (b,(t— we)pour Z'Tk<ft,<2'rk
On aura

10— (t+e) | <e

1 .
pour 0 <t <7,0u o'= 3 7.. Le nombre ¢ peut étre supposé aussi petit
k=1 ' I
que l'on veut. Soit = un nombre quelconque dans I'intervalle 0 <#<T 7.
Désignons par E’ la courbe fermée formée de I'arc y=¢ () (r <t < r+o')
et du segment @ (7), @ ('r+w) On aura '

(5) 2ri ol | S K000 (+a) | <Ke,

ou #, -, # sont les résidus aux poles de @,(y)/P,(y) qu1 se trouvent 3
Pintérieur de E’. ¢ étant un nombre positif quelconque, on en conclut

2'71'1“2 Tk:a)',
: _ ‘k=1
ce qui est absurde, C.Q.F.D.
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