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要旨

本論文では，数学的定理の存在証明を定理証明支援システムCoqで定式化することにより，

正当性の保証された部分評価器の抽出を行う．部分評価器は，与えられたプログラムを，関数の

body部分も含めてこれ以上簡約出来ない形（正規形）にまで評価するプログラム変換器である．

簡約可能な部分は全て評価してくれる為，プログラムを部分評価器に通せば，意味は等価であり

ながらも元のプログラムよりも実行時間の短いプログラムが生成出来る．実際にユーザが部分評

価器を使う際，その部分評価器の正当性が保証されているか否かは，部分評価器を通した後のプ

ログラムの信頼性に大きく関わる．

本論文ではまず，強正規化性定理と評価器がCurry Howard同型対応の関係にあるという，一般

的に良く知られている事実に着目し，限定継続命令 shift/reset付き λ計算における強正規化性定

理の証明をCoqで定式化することにより，評価器プログラムを抽出する．型システムを定式化す

るにあたっては，Locally Nameless手法を用いることによって α同値問題を回避する．定理の証

明はTait流の論理述語を用いて行う．しかしながら，この方法で得られた評価器プログラムは非

常に複雑であり，この手法を単純に拡張するだけでは実用的な部分評価器を得ることは出来ない．

上の問題を解決するために，本論文では以下の手順を行う．(i)型主導部分評価器（type-directed

partial evaluator，TDPE）とCurry Howard同型対応となっている（論理述語の）completeness

定理の証明を行う．(ii) (i)の証明から得られるTDPEが正当性定理（TDPE実行前後で入力値の

意味が変化しない）を満たすことを証明する．(iii) (i)と (ii)の証明をCoqで定式化することによ

り，実用的で，かつ正しさの保証されたTDPEプログラムを導出する．

TDPEは他の一般的な部分評価器と異なり，termの中身を全く見ずに計算を行う．そのため，

実行が非常に高速であるという特徴を持つ．TDPEに関する先行研究として，Tsushimaらは

shift/reset付き TDPEを提案しているが，その正当性に関しては未だ議論がされていなかった．

他方で IlikはKripkeモデルの推論規則に対する completeness定理の証明からTDPEを抽出する

方法を提示しており，shift/reset付きλ計算体系におけるTDPEの抽出も行っているが，そこで扱



われている shift/resetは，（Tsushimaらが扱っているような）一般的に使われる shift/resetとは異

なるものとなっている．そこで，IlikとTsushimaらの仕事を結びつけることにより，通常の限定

継続を扱えるように，Ilikの証明を構築し直す．それにより，Tsushimaらの直接形式の shift/reset

付きTDPEをCPS変換することにより得られる，継続渡し形式（CPS）の shift/reset付きTDPE

を，Coqを用いて抽出する．

しかしながら，上の completeness定理から得られた TDPEは無限ループが起こらないことは

保証されているものの，正当性定理を満たすことは保証されていない．故に本論文では，call-by-

nameと call-by-valueのTDPEにおける Filinskiの正当性定理の証明をCoqで定式化し，そして

それら定式化手法を 2CPSに拡張することによって，（CPS変換された）Tsushimaらの shift/reset

付きTDPEの正当性定理を，Coqを用いて証明する．ここで使用する意味論の completeness定理

から得られるTDPEと，上のKripke意味論における completeness定理から得られるTDPEとの

違いは，使用している意味論が異なるだけで，プログラムの挙動は同じものとなっている．又，型

システムの定式化については parametric higher-order abstract syntax（PHOAS）を用いることに

より，α同値問題を回避しつつ非常に簡潔な定式化を実現している．但しPHOASの higher-order

の特性によりCoqでは証明が困難な性質が存在するため，その性質の証明のみCoqには載せずに

公理として定義する．
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abstract

This thesis presents various methods of extracting a partial evaluator guaranteed to be

correct from the formalization of a constructive existence proof utilizing a well-known proof

assistant Coq. A partial evaluator reduces a given program to the normal form that cannot be

further simplified even in a function body. Since the partial evaluator is able to evaluate all

the reducible parts in a given program, the evaluator produces more efficient and fast program

than the original program without changing its meaning. The correctness of partial evaluator is

important in actual application to guarantee reliability of programs that have been generated by

the partial evaluator.

In this thesis, we first attempt to extract an evaluator from formalization in Coq of strong

normalization theorem of λ-calculus with delimited control operators shift/reset, paying attention

to a well-known property that strong normalization theorem is Curry-Howard isomorphic to an

evaluator. On formalizing of our type system, we adopt the Locally Nameless method which leads

us to avoid difficulty of α-renaming problem. Our actual proof is done by fully utilizing logical

predicate à la Tait. However, the evaluator obtained at this stage is so complicated that it seems

much difficult to apply such an evaluator directly to actual problem.

In order to overcome this difficulty, in this thesis we prove (i) the completeness theorem of

logical predicate from which type-directed partial evaluators (TDPEs) are actually derived, and

(ii) the correctness property of such evaluators as is derived in (i), and finally, (iii) from the

formalization process in Coq of the above, we deduce a concrete program for TDPE that should

be correct in application.

Unlike standard partial evaluators, TDPE does not inspect the internal structure of the input

program and thus is very fast. For the concept of TDPE, there are a couple of the proceeding

studies by Tsushima et al., Ilik and others: Tsushima et al. proposed a TDPE with shift/reset;



Ilik proposed a method of extracting a TDPE from the proof process of the completeness theorem

for inference rules in the Kripke model. However, Tsushima et al. unfortunately did not succeed

to show the correctness property of their TDPE that seems very crucial in application. Also Ilik

did not deal with standard shift/reset as is used in Tsushima et al. To fill this gap, we first

re-formalize the method proposed by Ilik so as to deal with standard shift/reset. From this Ilik’s

method, we extract a continuation-passing style (CPS) TDPE with shift/reset in Coq which can

be obtained by transforming direct-style TDPE of Tsushima et al.

However, although this TDPE extracted from completeness theorem is guaranteed to avoid

infinite loop, the equivalence of the meaning of programs before and after performing this TDPE

leaves still unclear. Therefore, we formalize, in Coq, the proof of Filinski’s correctness theorem

of the call-by-name TDPE and call-by-value TDPE, and then by extending this formalization to

2CPS, we prove the correctness theorem of CPS TDPE with shift/reset by which the equivalence

of the meaning of the programs before and after the TDPE can be in fact guaranteed. The

completeness theorem obtained from the semantics results in a similar TDPE to the above TDPE

extracted from the completeness theorem of the Kripke semantics. Both the TDPEs have the

same meaning in application, though the forms of semantics are slightly different. The use of

parametric higher-order abstract syntax (PHOAS) makes it possible to establish the very simple

formalization in Coq of our type system, leading in effect to avoid α-renaming problem. When

proving the correctness theorem using PHOAS, we are confronted with a particular property that

may be difficult to demonstrate in Coq because of the higher-order nature of PHOAS.
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第1章 序論

部分評価器とは，与えられたプログラムを正規形（normal form，これ以上簡約出来ない形の

term）にまで評価するプログラム変換器である．特に，単なる評価器では関数の bodyを触るこ

とはないが，部分評価器では body部分の簡約も行う．例えば λx.(λy.y) xという関数が与えられ

たとき，関数の body ((λy.y) x)も評価して，答えとして恒等関数 λx.xを返す．プログラムを部

分評価器に通せば，意味は等価でありながらも元のプログラムよりも実行時間の短いプログラム

が生成出来る．

実際にユーザが部分評価器を使う際，その部分評価器の正しさが保証されているか否か，つま

り渡したプログラムの本当の正規形を（無限ループを起こすことなく）計算することが保証されて

いるか否かは，部分評価器を通した後のプログラムの信頼性に大きく関わる．先行研究により，正

当性の証明には様々なアプローチが考えられる．本論文では，Curry Howard同型概念を利用した

（部分評価器が持つべき）性質の存在証明から正しさの保証された部分評価器プログラムを抽出す

るというアプローチに着目し，実際に定理証明支援システムCoqを用いて存在証明を定式化する

ことにより，正当性の保証された部分評価器プログラムの抽出を行う．本論文では，call-by-value

（CBN）と call-by-name（CBV）の単純型付き λ計算，そして限定継続命令 shift/reset付きCBV

の型付き λ計算を対象とする．

プログラム抽出を行うにあたり，まず問題となるのは，どのような性質の存在証明を行えば部

分評価器が抽出されるのかという点である．強正規化性定理から評価器が抽出されることは一般

的に知られている．そのため本研究では，正当性の保証された部分評価器の抽出方法を考えるた

めの足がかりとして，まず shift/reset付き CBVの型付き λ計算における評価器プログラムの抽

出を行った．定理証明にはTait流の論理述語を用いた．又，型システムの定式化の際に問題とな

るのが，如何にして変数名の衝突（α同値）を避けるかであるが，ここでは Locally Nameless手

法 [3] を用いて α同値問題を回避することに成功している．しかしこの方法で得られた評価器プ
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ログラムは複雑で，さらには実行する際に termのみならず termの（非常に複雑な）型推論規則

を引数として渡す必要があり，ユーザの使用に耐え得るプログラムとはなっていなかった．引数

から型推論規則を排除したくとも，プログラムがあまりに複雑なため，プログラムの意味を変え

ずに削除出来るか否かの判別が出来ない．故にこの方法を単純に拡張しただけでは，実用的な部

分評価器は得られないであろうことが分かった．

ではどのような証明を行えば実用に耐え得る簡潔な部分評価器が得られるのかという我々の模

索に光明を投げかけたのが Ilikによる先行研究 [18, 19, 20] である．Ilik [18, 19, 20] はCoquand

[10] の研究をもとに，Kripkeモデルの推論規則に対する完全性の証明から部分評価器の一種であ

る型主導部分評価器（type-directed partial evaluator，以降はTDPEと略す）を抽出する方法を示

し，Coqで定式化を行っている．TDPEは他の一般的な部分評価器と異なり，termの中身を全く

見ずに計算を行う．そのため，実行が非常に高速であるという特徴を持つ．Ilik [20] は shift/reset

付きの体系におけるTDPEの抽出も行っているが，そこで扱われている限定継続は論理の立場か

ら見たもので，我々が考える通常の限定継続とは異なり，継続の返す型が常に固定されてしまっ

ているのに加え，resetの持ち得る型が atomic typeのみに限定されている．

一方，Tsushimaら [26] は限定継続命令 shift/reset [12] 付きの λ計算体系におけるTDPEを提

案しているが，その正当性に関しては議論しておらず，直感的な説明と実装を示しているのみで

あった．

そこで本研究では IlikとTsushimaらの研究を融合させ，通常の限定継続を扱える形で Ilikの証

明の再構築を行った．まず，Tsushimaらの shift/reset用の TDPEを継続渡し形式（continuation-

passing style，CPS）に変換した．（shift/reset を扱うために CPS 変換を行うのは常套手段だが，

TDPEは static/dynamicな termが混ざった式で定義される為，元の直接形式（direct-style，DS）

の TDPE をどのように CPS 変換すれば良いのかは自明でない．）次に，適切な Kripke モデル

を構築し，そのモデルの推論規則に対する completeness の定理を証明した．completeness 定理

は，TDPE の中核である reify/reflect 関数とCurry Howard 同型になっており，completeness の

証明を抽出することで TDPE が得られる格好となっている．証明は全て Coq で定式化されてお

り，Tsushimaらの TDPE に直接，対応する関数が得られた．又，Kripkeモデルを使って型シス

テムの定式化を行っているため，Locally Nameless手法よりも簡単に α同値問題を回避すること

が出来ている．得られたTDPEはとてもすっきりした形をしており，これは，証明が複雑になり，

TDPE の抽出を手動で行わなくてはならなかった Ilik の証明とは対照的となっている．
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しかしながら，completeness 定理からTDPEを抽出しても，そのTDPEの正しさが完全に保

証されているわけではない．completeness定理の定義により，得られたTDPEが入力プログラム

と必ず同じ型を持つ正規形を導出することは保証されている．（加えて，Coqで抽出できている以

上，そのTDPEが無限ループを起こさないことも保証されている．）しかし導出された正規形と

元の入力プログラムの意味が等価であることに関しては何の保証もされていないのである．

故に本研究ではCBNと（shift/resetなし）CBVのTDPEにおける Filinski [15] の正当性定理

の証明をCoqで定式化し直し，その定式化を拡張する形で，Tsushimaら [26] の shift/reset付き

CBV TDPEの正当性定理を，Coqを用いて示した．本論文における正当性定理とは，TDPE実

行後も入力値の意味（semantics）を変えないという性質を指す．又，この定式化において用いた

意味論はKripke意味論ではないが，TDPE抽出に使用した completeness定理とKripke意味論に

おいて定義した completeness定理は非常に近い定義となっている．型システムの定式化について

は，parametric higher-order abstract syntax（PHOAS）を用いることにより，α同値問題を回避

しつつ，Kripkeモデルを用いるよりも簡潔な定式化を実現した．PHOASはHOASを拡張した定

式化手法であり，Washburnら [27] によって提案され，Chlipala [8, 9] によってCoqで定式化さ

れている．変数名の生成を全てメタ言語（本研究ではCoq）に任せてしまうため，こちらは一切

変数名の生成に関して考慮する必要がなく，非常にシンプルに定式化を行うことが出来るのであ

る．しかし証明においてPHOASの higher-orderの特性によりCoqでは証明が困難な性質が存在

するため，その性質の証明のみCoqには載せずに公理として定義した．

本論文の構成は以下の如く．まず 2章にて，強正規化性証明から shift/reset付きCBVの λ計算

における評価器プログラムを抽出し，その問題点を明らかにする．次に 3章にて，一般的に知ら

れるDanvy [13] のCBN TDPEを紹介し，さらにCBV TDPEとTsushimaら [26] の shift/reset

付き CBV TDPEの説明を行う．そして後者二つの TDPEに対して CPS変換を行う．本研究で

対象とするTDPEは，DSであるCBN TDPE，そしてCPS変換されたCBV TDPE，shift/reset

付きCBV TDPEである．4章で Ilikの仕事 [18, 19, 20] を定式化し直し，Kripkeモデルの推論規

則に対する completeness定理から，3章で説明した CBN TDPE，CPSの CBV TDPE，そして

2CPSの shift/reset付きCBV TDPEを抽出する．又，同章にて Ilikの仕事との差違に関して議論

を行う．そして 5章にてCBN TDPEとCPSのCBV TDPEにおける Filinski [15] の正当性定理

の証明を，CoqでPHOASを用いて定式化し，さらにその定式化を拡張することによって，2CPS

の shift/reset付きCBV TDPEの正当性定理の証明を，Coqを用いて行う．
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第2章 Locally Nameless手法を用いた
shift/reset付き評価器の抽出

本章では，定理証明系Coqを用いて，call-by-valueの，let文及び限定継続命令 shift/reset文を

含んだ多相の型付き λ計算（以降，λlet
s/rと表記）における評価器を抽出する．λlet

s/rをCoqで定式

化する際，Aydemirら [3] による Locally Nameless手法を用いた λ計算の定式化方法を参考にし，

彼らのライブラリを利用することにより行う．Locally Nameless手法とは，α-equalityの問題を解

消する為の変数の名前付けの手法の一つであり，自由変数には x, y, z, ...等の名前を付けるが，束

縛変数には名前を付けずに de Bruijn indexを用いて表現するというものである．de Bruijn index

は束縛変数を 0以上の整数で表し，その式における一番内側の binderの変数名を 0と考え，外に

いくに従って 0, 1, 2, ...と大きくしていくという表現方法である．例えば，λ抽象λx.λy.λz.y x w z

は Locally Nameless手法を用いて表すと λ.λ.λ.1 2 w 0となる．

そして，この型システムが強正規化性の性質を満たすことの constructiveな証明をCoqにて定

式化する．この証明は論理述語を用いて行われており，Asai [1] の証明方法に準ずる部分が多い．

この証明の定式化により，この型システムにおけるOCaml言語の（正当性が保証された）評価器

プログラムが自動的に抽出される．このプログラムは，入力値に型が付くならば，必ずプログラ

ムの実行が無限ループを起こすことなく停止することが保証されている．

2.1 限定継続命令 shift/reset

shift/resetはDanvyら [12]によって提案された継続を扱う為の命令であり，これらを使ってプロ

グラムの例外処理等を実現することが出来る．継続はいわば現在の計算が終了した後にする仕事

であり，shiftは現在の継続を取得し，resetは取得する継続の範囲を限定する命令である．以下に

OchaCaml [24]による実行例を示す．ここで使用する関数 shift(fun k -> M)は受け取った継続

を束縛変数 kに渡して Mを実行する．又，reset(fun () -> M)は継続の範囲を Mに限定する．
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1 + reset(fun () -> 4 + shift(fun k -> 3 * (k 2)))

; 1 + reset(fun () -> 3 * (4 + 2))

; 1 + reset(fun () -> 18)

; 1 + 18

; 19

まず，一行目の resetによって継続が (4 + [])に限定され，この継続が shiftで束縛されてい

る変数 kに代入され，二行目の式となる．そして二行目の reset内の式が簡約されて reset(fun

() -> 18)が得られる．この式はそのまま 18を返すため，最終的に得られる結果は 19である．

2.2 λlet
s/rと論理述語

本節では，型システム λlet
s/rと強正規化性の証明に使用する論理述語の定義，及びそれらをどの様

にしてCoqで定式化したかについて述べる．

2.2.1 構文

構文は以下で定義される．

value : v := n | x | λ.e

term : e := v | e1 e2 | let e1 e2 | S.e | 〈e〉
pure evaluation context : F := 0 | F e | v F | S.F

monomorphic type : α, β, γ, δ := tb | tf | (α/γ → β/δ)

polymorphic type : A := α | ∀.A

valueは変数又は λ抽象である．本章では変数の表現にLocally Nameless手法を用いている為，束

縛変数と自由変数をそれぞれ別物として定義する．上の定義において，nは束縛変数，xは自由変

数を表す．先述したように，前者は 0以上の整数，後者は x, y, z, ...等のアルファベットを使って

表される．そして termは valueであるか，もしくは application e1 e2，let式 let e1 e2，shift S.e，

reset 〈e〉 のいずれかである．pure evaluation contextは Kameyamaら [22] による shiftと reset

に関する公理を使用するために導入した．monomorphic type（単相型）の定義に登場する tbは

de Bruijn indexで表現される束縛型変数を意味し，nと同じく 0以上の整数で表される．tf は自

由型変数を表す．(α/γ → β/δ)は，引数の型を α，返り値の型を βとし，実行すると現在の継続
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の返す型が γから δに変化するような関数の型である．この (α/γ → β/δ) は CPS 変換すると

α → (β → γ) → δ という型に対応する．shiftや resetが出てこなければ，γと δは常に等しくな

るが，一般に shift/reset を使ったプログラムでは，通常の CPS のプログラムとは違って γ と δ

が同じ型になるとは限らない．以後，継続の返す型（継続の実行により得られる式が持つ型，言

い換えると実行中の式を取り囲むコンテキストの型のことで，上の例でいうところの γと δ）の

ことをアンサータイプと呼ぶ．∀.Aは多相の型を表しており，∀で束縛される型変数や S.eは λ抽

象と同じく de Bruijn indexを使って表現される．

2.2.2 簡約規則

one-stepの簡約規則は“;”を，big-stepの簡約規則は“;∗”を用いて表現される．

one-step reduction rules (call-by-value left-to-right):

e1 e2 ; e′1 e2 if e1 ; e′1
v e2 ; v e′2 if e2 ; e′2

(λ.e) v ; ev

let e1 e2 ; let e′1 e2 if e1 ; e′1
let v e ; ev

(S.e1) e2 ; S.let (λ.〈1 (0 e2)〉) e1

v (S.e1) ; S.let (λ.〈1 (v 0)〉) e1

〈e〉 ; 〈e′〉 if e ; e′

〈S.e〉 ; 〈let (λ.0) e〉
〈v〉 ; v

big-step reduction rules:
e ;∗ e

e1 ;∗ e3 if e1 ; e2 , e2 ;∗ e3

ここで evは eの中に含まれる束縛変数 0に vを代入した式を表している．例えば e = (0 (λ.0 1))

のとき，ev = (v (λ.0 v))となる．

2.2.3 型付け規則

式の型規則は以下の様に表記する．

Γ; α ` e : T ; β
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これは「型環境 Γにおいて，式 eは T 型を持ち，その実行によってアンサータイプが αから βに

変化する」ことを表す．又，式 eを実行しても，常にアンサータイプが変化しない，即ち，どん

な型 αにおいても Γ; α ` e : T ; αが得られる時は以下の様に書く．また，このようにアンサータ

イプが変化しないような型を持つ termのことを pureであると言う．

Γ `p e : T

上記二つの表記を用い，型の推論規則を以下の如く定義する：

ok Γ (x : M) ∈ Γ

Γ `p x : MUs
(var)

∀x /∈ L. (Γ, x : σ; α ` ex : T ; β)

Γ `p λ.e : (σ/α → T/β)
(fun)

Γ; γ ` e1 : (σ/α → T/β); δ Γ; β ` e2 : σ; γ

Γ; α ` e1 e2 : T ; δ
(app)

∀Us.∀x /∈ L. (Γ `p e1 : MUs Γ, x : M ; α ` ex
2 : T ; β)

Γ; α ` let e1 e2 : T ; β
(let)

∀x /∈ L. (Γ, x : ∀.(T/0 → α/0); σ ` ex : σ; β)

Γ; α ` S.e : T ; β
(shift)

Γ; σ ` e : σ; T

Γ `p 〈e〉 : T
(reset)

Γ `p e : T

Γ; α ` e : T ; α
(exp)

(var)の規則に登場する「ok Γ」は，型環境 Γ中に現れる変数名が全て異なることを表している．

又，Usは単相型の集合を表し，MUs はM 中に現れる束縛型変数を全て Us中の要素で置き換え，

∀.を全て取り除いた型を表している．例えば Us = x, y, z, ...，M = ∀.∀.(0/1 → 0/1)のとき，

MUs = (y/x → y/x)の如くとなる．(fun)の規則における∀x /∈ Lは，自由変数の集合Lに含まれ

ていないような任意の自由変数xを表す．このLには，いかなる制約も設けられていないため，自

分で自由にLを定めることが出来る．自由変数の制限に関するこの手法はCofinite Quantification

と呼ばれ，詳しくはAydemirら [3] の論文にて述べられている．xを他のどこにも現れない変数

とするのではなく，この様にLに関してのみの制限に留めることにより，型付け規則に関わる証

明を行う際の複雑さを軽減することが可能となる．なお，Aydemirら [3] は (let)における Usに

も xの場合と同様にCofinite Quantificationを使用しているが，本章では，定理 4の証明の為に，

任意の単相型の集合において成立する様変更を加えている．

Coqにおいて定式化する際，簡約規則の返す型はCoqにおいて命題の型を表す Prop型で定義
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したが，型付け規則の返す型は，後述する停止性と論理述語Rの定義に合わせ，Set型となって

いる．

ここまでで述べてきた構文・簡約規則・型付け規則の定式化は全て，Inductiveコマンドを用い，

再帰のあるデータ型として定義を行った．構文の返り値の型は Set（又は Typeでも構わない），

簡約規則と型付け規則の返り値の型はそれぞれ Propと Typeで定義している．型付け規則に関し

ては，本来は簡約規則同様，Propを返り値の型として指定したいところであるが，そうすると後

述の証明において型付け規則に関する帰納法（場合分け）を用いることが出来なくなるため，や

むなく Typeで定義している．

2.2.4 停止性N(e)と論理述語RT (e)

先ず停止性を示す述語N の定義を以下の如く設定する．

• N(e) ≡ 「e ;∗ vとなるような value vが存在する」

この式をCoqにて定式化したものが以下となる．

Definition N (e: trm) : Set :=

sig (fun v:trm => value v /\ e -->* v).

プログラム抽出を行うため，N の返す型は Coqにおいて関数の型を表す Set型で定義してい

る．sig ( ... )は，命題 (value v /\ e -->* v)（「vは valueであり，かつ e ;∗ v」の意

味を表している）を満たす vの集合を表す．（sig (fun v:trm => ... )の代わりに，{v:trm |

...}と記述しても同じ意味である．）関数がこの型を持っているということは，その関数を実行

すれば，e ;∗ vを満たす value vを返してくれることを意味する．

次に，強正規化性の証明において要となる論理述語を，単相型に関する帰納法を用いて定義す

る．この定義はAsai [1] が使用しているものと同様である．

• RA(e) ≡ N(e)

• R(σ/α→τ/β)(e) ≡「N(e)であり，かつ，Rσ(v)を満たす任意の value vと，λ.K |= τ ⇀ αを

満たす任意の λ.Kについて，Rβ(〈(λ.K)(e v)〉)が成り立つ」
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• λ.K |= τ ⇀ α ≡ 「Rτ (v)を満たす任意の vについて，Rα(〈(λ.K)v〉)が成立し，かつ，ある

自由変数の集合 Lに含まれる任意の要素 x（∀x /∈ L）について，(λ.K)x = λ.K．」

Rの定義において，eが T 型を持っているとする条件がついているケースもあるが，本章では

（Asai [1] の証明と同様に，）その条件を設けることはしない．強正規化性を示す際，定理の条件

部に型規則の成立を入れているため，そこで eと T の関係性を示すことになり，論理述語にて条

件を入れる必要がないからである．又，λ.K |= τ ⇀ αの定義において (λ.K)x = λ.Kの条件が加

えられているのは，定理 4における証明の際に必要となるためである．

尚，Coqでは Inductiveコマンドでデータ型を定義する際，自身の再帰が negativeに現れる（含

意の前件部の前提に相当する部分に，「任意の xに対して自身の定義が成り立つ」という条件が現

れてしまう）と，帰納的な定義が出来なくなってしまう．故に今回，論理述語Rを定義するにあ

たり，通常ならば Inductiveコマンドを使ってRをデータ型として定義するところだが，Rの再

帰が negativeに現れてしまう（「Rσ(v)を満たす任意の value v」の部分）ため，データ型として

は定義せずに Type型を返す関数として以下の如く定義した．

Notation "x ** y" := (prod x y) (at level 40) : type_scope.

Reserved Notation "K ||= T ---> a" (at level 70).

Fixpoint R (T : typ) (e : trm) {struct T} : Type :=

match T with

| typ_bvar T1 => N e

| typ_fvar T1 => N e

| typ_arrow sigma T alpha beta =>

(N e) **

(forall v K, value v -> R sigma v ->

(K ||= T ---> alpha) ->

R beta (trm_reset (trm_app (trm_abs K) (trm_app e v))))

end

where "K ||= T ---> alpha" :=

Value (trm_abs K) ->

(forall v, value v -> R T v ->
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R alpha (trm_reset (trm_app (trm_abs K) v))).

関数として定義されたRは，型 T と term eを引数として受け取り，本体では T の場合分けを

行って返り値を求めている．typ_fvar T1が T = Aのケース，typ_arrow sigma T alpha beta

が T = (σ/T → α/β)のケースをそれぞれ指している．forall v K, ...の型が Type型である

為，この式に合わせるために Setと Propのメタな型である Typeを R T eが返す型として指定し

ている．

2.3 強正規化性の証明

本節では λlet
s/rにおける強正規化性の証明を説明する．本章においては，Coqで証明を定式化する

際，本節で述べる以外の諸々の補題が必要となってくる．しかしそれらは証明の本筋とは関係な

い部分であるので，取り上げないこととする．

定理 1. RT (e)ならば，N(e)．

本章で使用している型システムは簡約順序が一意に定まっており，故に以下の補題が成立する．

補題 1. e1 ; e2かつ e1 ; e3ならば，e2 = e3．

Proof. e1に関する帰納法を用いる．

補題 1を用いることにより，以下の補題を証明することが出来る．

補題 2. e ;∗ e′かつ e ;∗ vかつ vが valueであるならば，e′ ;∗ v．

Proof. e ;∗ e′の big-step の簡約規則に関する帰納法を用いる．

(e = e′のとき) 明らか．

(e ; e”，e” ;∗ e′のとき) e ;∗ vに関して場合分けを行う．

e = vの場合，v ; e”となるので矛盾する．e ; e1，e1 ;∗ vの場合，e ; e”かつ e ; e1

となるので，補題 1により e” = e1である．故に e1 ;∗ v = e” ;∗ vと書ける．e” ;∗ e′か

つ e” ;∗ vが得られたので，帰納法の仮定により e′ ;∗ vが成立．
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補題 3. e1 ;∗ e2かつ e2 ;∗ e3ならば，e1 ;∗ e3．

Proof. e1 ;∗ e2に関する場合分けを行う．

これら諸補題を用いることにより，以下の定理 2・3を証明することが出来る．これらの証明に

関しては型に関する帰納法を用いた．証明の詳細は付録に載せる．

定理 2. e ;∗ e′かつRT (e)ならば，RT (e′)．

定理 3. e ;∗ e′かつRT (e′)ならば，RT (e)．

定理 3の系として，次の系 1を定義する．

系 1. e ; e′かつRT (e′)ならば，RT (e)．

本章では，Kameyamaら [22] の shiftと resetに関する二つの公理を用いる：

公理 1 (βΩ). RT (〈(λ.F )M〉)ならば，RT (〈FM〉)．

公理 2 (reset-S). RT (〈(λ.M)(λ.〈F 〉)〉)ならば，RT (〈F S.M〉)．

そして，強正規化性の証明の根幹を成すのが下に示す定理 4である．定義を書く前に，定理 4

で使用する表記について説明する．�は二つの型の関係を表す記号として用いる．例えば T ′ � T

と書いたときには，「ある単相型の集合 Usにおいて，T ′ = TUs である」ことを表している．例

えば，(α/τ → β/τ) � ∀.(α/0 → β/0)と書ける．（このときの τ は単相型であるとする．）又，

e{n 7→ e′}は e中の束縛変数 0を全て e′ で置き換えた式を表し，同様に，e[x 7→ e′]は e中の

自由変数 xを全て e′で置き換えた式を表す．どちらも左側結合である．ここで，{n 7→ e′}を e

の binderの中に移動する度に，束縛変数の値が 1ずつ増えていくことに注意されたい．つまり

(λ.e){n 7→ e′} = λ.(e{n+1 7→ e′})，(S.e){n 7→ e′} = S.(e{n+1 7→ e′})となる．又，ex = e{0 7→ x}

である．

定理 4. Γ = x1 : T1, x2 : T2, ..., xn : Tn とおく．又，以下に登場する v1 ..., vn は全て，T ′
1 �

T1, ..., T
′
n � Tnを満たす任意の型 T ′

1, ..., T
′
nについてそれぞれ RT ′

1
(v1), ..., RT ′

n
(vn)を満たす value

であるとする．

• Γ; α ` e{0 7→ y0}...{m 7→ ym} : T ; β が成立するとき，上の条件を満たすような任意の

v1 ..., vnと，λ.K |= T ⇀ αを満たす任意の λ.K について，Rβ(〈(λ.K)(e{0 7→ y0}...{m 7→

ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])〉)が成立する．
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• Γ `p e{0 7→ y0}...{m 7→ ym} : T が成立するとき，上の条件を満たすような任意の v1 ..., vn

について，RT (e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])が成立する．

この定理は項に関する帰納法を用いて証明を行った．詳細は付録に記す．定理 4をCoqで定式化

した際，条件部の「v1 ..., vnは全て，T ′
1 � T1, ..., T

′
n � Tnを満たす任意の型 T ′

1, ..., T
′
nについて，

それぞれRT ′
1
(v1), ..., RT ′

n
(vn)を満たす valueである」は Inductiveコマンドを用い，以下の如く再

帰的に定義した．

Inductive R_lst : env -> list trm -> Type :=

| R_empty : R_lst empty nil

| R_list : forall x M E’ v vs’,

ok (E’ & x ~ M) ->

(value v) ->

(forall Xs, types (sch_arity M) Xs -> R (M ^^ Xs) v) ->

(R_lst E’ vs’) ->

R_lst (E’ & x ~ M) (v :: vs’).

T1, ..., Tnの情報は環境 Γに格納されているため，R_lstは環境 Eと v1, ..., vnのリストを受け取

るように定義している．

Coqで証明する際に注意しなくてはならないのは，命題の型である．現在証明したい式と異なる

型を持つ条件式に対して場合分けや帰納法や推論を行うことが出来ない，つまりcase，induction，

inversion，destruct等の tacticを使うことが許されていない．例えば，現在証明したい式の型

が Setであるのに，Prop型を持つ条件式に対してそれら tacticを使うことは出来ない．故に、手

では行える証明手順が Coqで通用しない場合があり，そのことに注意を払いながら証明を行う

必要がある．定理 4のケースにおいては，現在証明したい式が Rや N で記述されている場合，

その式の型は Typeや Setである．このときに，仮に型付け規則が Propで定義されている場合，

inversion等を用いて型付け規則に対して推論を行うことが出来ない．しかし定理 4の証明のた

めには必ず推論を行わなければならないため，先述の如く，型付け規則を Typeで定義しなければ

ならないのである．

定理 4と定理 1を用いることにより，以下の，停止性を示す強正規化性の定理を証明すること

が出来る．
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定理 5 (強正規化性). `p 〈e〉 : T ならば，N(〈e〉)．

2.4 プログラムの抽出

前節で述べた証明を Coqで定式化し、定理 5に対して Extractionコマンドを用いることにより，

OCaml言語の評価器プログラムが抽出される．抽出の際，Coqにて Setや Typeを返り値の型と

した記述は，データ型や関数として抜き出される．一方で Propを返り値の型とする記述に関して

は抽出されることはない．抽出されたプログラムが満たしている性質（の証明）であると，Coq

が自動的に判断するからである．

定理 5以外で元の定式化からプログラムとして抜き出された主なものは，λlet
s/rの構文，型付け

規則，変数の置換を行う為の関数，N，R，R_lst，定理 1・2・3・4，系 1である．（簡約規則に関

しては，Setや Typeで定義せずとも証明を行えるため，Propを返り値の型として記述した．そ

のため，抽出は行われなかった．）抽出されたそれぞれが，どのようにプログラムとして定義され

ているのかを，以下でみていく．（ただし，変数の置換を行う関数は，Coqで定義した関数がその

まま抜き出されているだけであるので，説明は省略する．）

2.4.1 構文，型付け規則，N，R，R_lst の抽出

まず，構文と型付け規則は，データ型として，抽出されたプログラム中で以下の如く定義される．

type trm =

| Trm_bvar of nat

| Trm_fvar of Variables.var

| Trm_abs of trm

| Trm_let of trm * trm

| Trm_app of trm * trm

| Trm_shift of trm

| Trm_reset of trm

type typ =

| Typ_bvar of nat

| Typ_fvar of Variables.var
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| Typ_arrow of typ * typ * typ * typ

type typing =

| Typing_app of env0 * typ * typ * typ * typ * typ *

typ * trm * trm * typing * typing

| Typing_exp of env0 * trm * typ * typ * typing_pure

| Typing_shift of Variables.VarSet.S.t * sch Env.env *

typ * typ * typ * trm * typ * (Variables.VarSet.S.elt -> __ -> typing)

| Typing_let of sch * Variables.VarSet.S.t * env0 *

typ * trm * trm * typ * typ * (typ list -> __ -> typing_pure) *

(Variables.VarSet.S.elt -> __ -> typing)

and typing_pure =

| Typing_var of sch Env.env * Variables.var * sch * typ list

| Typing_fun of Variables.VarSet.S.t * sch Env.env *

typ * typ * trm * typ * typ * (Variables.VarSet.S.elt -> __ -> typing)

| Typing_reset of env0 * typ * trm * typ * typing

構文は Coq上での定義がそのまま抜き出された形になっている．typingの記述は，項の証明

木を全て記述することと等しくなっている．そして論理述語N とRの定義は以下となっている．

type n = trm

type r = __

nは最後まで評価し終えた項の型として使われている．rの定義における__は Obj.t型を表し

ている．この定義では rの中身は記されていないが，r型が現れている箇所をみると，

• n型の項，或は，

• n型の項と，この項を用いた式（Rの定義における 〈(λ.K)(e v)〉に相当）を実行した式を返

すような関数のペア

を表す型として使われている．

又，定理 4の定式化に使用した R_lstは元の定義に即したデータ型として抽出されている．
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type r_lst =

| R_empty

| R_list of Variables.var * sch * sch Env.env * trm *

trm list * (typ list -> __ -> r) * r_lst

2.4.2 定理の抽出

まず定理 3を具体例として，定理とその証明からどの様な関数が抽出されるのかを見る．初めに

定理 3のCoqでの定義を記す．

Lemma th3 : forall T e e’, e -->* e’ -> R T e’ -> R T e.

ここで“ -->*”は“;∗”を表している．そして以下がOCaml言語で抽出された関数である．

(** val th3 : typ -> trm -> trm -> r -> r **)

let rec th3 t0 e e’ h = match t0 with

| Typ_bvar n0 -> Obj.magic (Obj.magic h)

| Typ_fvar v -> Obj.magic (Obj.magic h)

| Typ_arrow (t1, t2, t3, t4) ->

let Pair (n0, r0) = Obj.magic h in

Obj.magic (Pair (n0, (fun v k _ x _ x0 -> th3 t4

(Trm_reset (Trm_app ((Trm_abs k), (Trm_app (e,v)))))

(Trm_reset (Trm_app ((Trm_abs k), (Trm_app (e’, v)))))

(r0 v k __ x __ x0))))

この定理に限らず，抽出された定理の Coqにおける元の定義の結論部の型はどれも Set或は

Typeである．関数 th3が引数として受け取っている t0，e，e’，hはCoqでの定式化における T，

e，e’，R T e’つまり前節の定義における T，e，e′，RT (e′)にそれぞれ対応している．このよう

に，命題定義 (∀a.b.c....A → ...B → C)の内，a, b, c...そしてA → ...Bにおいて Set或は Type型

を持つ条件式のみが引数として現れている．

そして関数本体部分は，Coqで行った証明に即した形で自動的に定義されている．例えば証明

において，ある Set又は Type型を持つ式に関して場合分けを使えば（inductionや caseコマンド
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を使えば），抽出された関数ではその式に対して場合分けを行うよう定義されるし，証明にて帰

納法の仮定を用いれば，抽出された関数ではその部分は関数の再帰呼び出しになる．上の定義と

前節の証明を照らし合わせてみれば，確かにそのようになっていることが分かる．又，この関数

本体では，型を任意に変換してくれる Obj.magic関数が数カ所で使われている．th3関数に限ら

ず，抽出されたプログラム全体にわたって、至る所で型の不一致を解消するために Obj.magicが

使われている．Obj.magicの出現に関する同様の記述は Bergerら [5] の論文にも見られる．

さて，この関数 th3は具体的には何を行う関数であろうか．上の定義をみると，第二引数と第

三引数は再帰の度に変化はしているものの実際には使われていない．そこでこの二つの引数を削

除してみる．

let rec th3 t0 h = match t0 with

| Typ_bvar n0 -> Obj.magic (Obj.magic h)

| Typ_fvar v -> Obj.magic (Obj.magic h)

| Typ_arrow (t1, t2, t3, t4) ->

let Pair (n0, r0) = Obj.magic h in

Obj.magic (Pair (n0, (fun v k _ x _ x0 -> th3 t4 (r0 v k __ x __ x0))))

そして実は，この関数はどの様な値を受け取っても，第二引数 hを答えとして返す．

定理 6. ∀t0.∀h. th3 t0 h = h．

Proof. t0に関する帰納法を用いる．

t0が Typ_bvar n0あるいは Typ_fvar vのときは明らか．t0が Typ_arrow (t1, t2)のとき

は帰納法の仮定により、再帰呼び出しの th3 t4 (r0 v k __ x __ x0)が (r0 v k __ x __ x0)

に等しいと仮定すると，最後の３行は

let Pair (n0, r0) = Obj.magic h in

Obj.magic (Pair (n0, (fun v k _ x _ x0 -> r0 v k __ x __ x0)))

となる．これは，

let Pair (n0, r0) = Obj.magic h in Obj.magic (Pair (n0, r0))

と同じで，これは h0と等しい．故に成立．
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よってth3はlet th3 t0 e e’ h = Obj.magic (Obj.magic h)と変更出来ることが分かった．

しかし何故抽出した関数がこのような挙動になるのだろうか．そもそも定理 3の定義の意味は「e

を実行した式 e′がRT (e′)を満たすならば，eもRT (e)を満たす」であった．Coqで定式化する際，

勿論この意味に即して定義は行われている．又 2.2節での Rの定義をみれば，R T eを満たすと

いうことは，引数 T，eを渡した関数 Rの実行結果つまり N eもしくは N eと (forall t, ...)

のペアが得られることを意味していることが分かる．そしてこの (forall t, ...)の中味も計算

すれば結局は（term tなどは残ってはいるが）Nの集まりである．そして e -->* e’（e ;∗ e′）

であるから，補題 1により，R T e’と R T eは計算すれば必ず同じ値となることが分かる．故に

上で示したように，抽出されたプログラムにおいては，引数として受け取った h（つまりCoqで

の定義における R T e’）がそのまま答えになるのである．

次にその他の諸定理に対応し抽出された関数をみていく．まずは定理 1に対応して抽出された

関数を以下に示す．

(** val th1 : typ -> trm -> r -> n **)

let rec th1 t0 e h = match t0 with

| Typ_bvar n0 -> Obj.magic h

| Typ_fvar v -> Obj.magic h

| Typ_arrow (t1, t2, t3, t4) -> let Pair (n0, r0) = Obj.magic h in n0

これは，hに格納されている eの実行結果を返す関数となっている．又，引数 eは実行に使われ

てない．次に定理 2に対応して抽出された関数を示す．

(** val th2 : typ -> trm -> trm -> r -> r **)

let rec th2 t0 e e’ h = match t0 with

| Typ_bvar n0 -> Obj.magic (Obj.magic h)

| Typ_fvar v -> Obj.magic (Obj.magic h)

| Typ_arrow (t1, t2, t3, t4) ->

Obj.magic (Pair ((let Pair (n0, r0) = Obj.magic h in n0),

(fun v k _ x0 _ x1 -> th2 t4

(Trm_reset (Trm_app ((Trm_abs k), (Trm_app (e,v)))))

(Trm_reset (Trm_app ((Trm_abs k), (Trm_app (e’, v)))))
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(let Pair (n0, r0) = Obj.magic h in r0 v k __ x0 __ x1))))

この関数も th3と同様にして，受け取る値に関わらず，Obj.magic (Obj.magic h)を答えとして

返すことが分かる．

系 1を抽出した関数は以下であり，th3と全く等しい関数となっている．

(** val co1 : typ -> trm -> trm -> r -> r **)

let co1 t0 e e’ x = th3 t0 e e’ x

定理 4に関しては，長いので一部分のみ載せる．

let rec main = function

| Trm_bvar n0 ->

Pair ((fun e t1 a b nl vl k vs h _ _ x x0 h2 _ ->

let ht =

match trm_open_rec_rec nl vl (Trm_bvar n0) with

| Trm_fvar v -> (match h with

| Typing_exp (e0, e1, t2, a0, h4) -> h4

| _ -> assert false (* absurd case *)

| Trm_abs t2 -> (match h with

| Typing_exp (e0, e1, t3, a0, h4) -> h4

| _ -> assert false (* absurd case *))

| _ -> assert false (* absurd case *)

in

x (all_substs e vs (trm_open_rec_rec nl vl (Trm_bvar n0))) __

(match ht with

| Typing_var (e0, x1, m, us) ->

lemma0_3_2_1 vs e

(lemma0_3_23 e t1 nl vl n0 ht h2) m us x0

| _ -> assert false (* absurd case *))),

(fun e t1 nl vl vs h _ x h1 _ ->
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match h with

| Typing_var (e0, x0, m, us) ->

lemma0_3_2_1 vs e

(lemma0_3_23 e t1 nl vl n0 h h1) m us x

| _ -> assert false (* absurd case *)))

| Trm_fvar v ->

Pair ((fun e t1 a b nl vl k vs h _ _ x x0 h2 _ ->

match h with

| Typing_exp (e0, e1, t2, a0, h4) ->

x (all_substs e vs (Trm_fvar v)) __

(match h4 with

| Typing_var (e2, x1, m, us) -> lemma0_3_2_1 vs e v m us x0

| _ -> assert false (* absurd case *))

| _ -> assert false (* absurd case *)),

(fun e t1 nl vl vs h _ x h1 _ ->

match h with

| Typing_var (e0, x0, m, us) -> lemma0_3_2_1 vs e v m us x

| _ -> assert false (* absurd case *)))

| Trm_abs t1 -> ...

| Trm_let (t1, t2) -> ...

| Trm_app (t1, t2) -> ...

| Trm_shift t1 -> ...

| Trm_reset t1 -> ...

上の関数は項を引数として受け取り，この項が`で型付けされる場合と`pで型付けされる場合の

それぞれに対応した関数のペアを答えとして返すよう定義されている．上の定義から分かるよう

に，引数として受け取った項について場合分けを行い，さらにその中で引数 hとして受け取った

typing或は typing_pureに関しても場合分けを行っている．そして場合分けされたそれらが持

つデータを実行に引き渡している．これは Trm_bvar n0や Trm_fvar x以外のケースでも同様で

ある．
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定理 5の抽出により最終的に得られた評価器は以下である．

(** val normalization : trm -> typ -> typing_pure -> n **)

let normalization_trm e t0 h =

th1 t0 (Trm_reset e) (let Pair (r0, r1) = main (Trm_reset e) in

r1 Env.empty t0 Nil Nil Nil h __ R_empty

Vars_empty __)

この評価器をユーザが使用する場合，評価したい項とその型のみならず，その項の型に関する

証明木（typing_pure）を引数（h）として渡さなくてはならない．これは実際的ではないので引

数から外したいところであるが，そのためには，関数本体中の r1の実行において hが使用されな

いことを示さなくてはならない．つまり関数 mainにおいて hが実質上は使用されていないこと

を示す必要があるが，上述の様に hが持つデータを実行に引き渡している上，プログラム自体が

非常に複雑な形をしている為，示すのは簡単ではなく，hを引数から外せるのか否かは未だ結論

が出せていない．

2.5 まとめ

本章では，論理述語を用いて強正規化性を証明することにより，shift/reset及び let文を含んだ多

相の型システムにおける評価器の抽出を行い，さらに抽出したプログラムの挙動の解釈を試みた．

本章の定式化においては型付け規則 (let)に関して問題点があり，単相型の集合 Usに関して何

の制限も加えていないため，本章の定義では，型が付く let文の存在が非常に制限されてしまって

いると考えられる．しかし現在のままでは，UsにUs ⊂/Lといった制限を設けてしまうと，定理 4

を証明出来なくなってしまう．

又，本章では正当性の保証された（つまり停止性と正当性定理が成立する）評価器を得られ

てはいるものの，main関数と normalization関数は引数として型付け規則を必要とするため，

ユーザが使用するにはあまりに複雑である．プログラムの意味を変えずに，手動で main関数と

normalizationの引数から型付け規則を外せるのであれば，（手動で変更を加えたプログラムと元

のプログラムの等価性を示すことにより，）ユーザの使用に耐えうる評価器となり得るが，プログ

ラムが複雑なため，その可否の特定は出来ていない．
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第3章 型主導部分評価器（Type-directed

partial evaluator, TDPE）

型主導部分評価器（type-directed partial evaluator，TDPE）は 96年に初めて Danvy [13] に

よって提案された部分評価器であり，コンパイルされたコードとそのコードの型が渡されたとき，

元のプログラムの標準形（normal form）となっているソースプログラムを答えとして返す．ソー

スプログラムそのものを評価する一般的な部分評価器 [21] とは異なり，TDPEはプログラムの中

身を全く調べない為，実行が非常に高速であるという利点がある．TDPEが調べるのは入力とし

て受け取った（プログラムの）型のみである．このTDPEの効率性はコンパイラの高速な最適化

器として利用するのに魅力的であり，Lindley [23] は SML.NETコンパイラの最適化にTDPEを

使用している．

本研究では，call-by-name（CBN）, call-by-value（CBV）, CBV に shift/resetを加えたそれぞ

れの体系における三つのTDPEを扱っている．以下，それぞれのTDPEに関して説明する．

3.1 Danvyのcall-by-nameのTDPE

まず一番基本形となる，Danvy[13]により提案されたCBNのTDPEについて説明する．定義を図

3.1に示す．このTDPEは直接形式の関数定義となっている．型は，型変数 baseか関数型 t1 → t2

である．TDPEを行う際には，入力の termを部分評価時に実行してしまう式（∈ Static）と実行

しない式（∈ Dynamic）に分解する．前者は staticな式，後者は dynamicな式と呼ばれ，本章で

はそれぞれをオーバーライン，アンダーラインを付けて表すものとする．また，両者が混ざった

式（∈ TLT）は 2レベルの式（two-level term）と呼ばれる．（TLT は「Two-Level Term」から名

付けられている．）CoqでTDPEを実装するなら，staticな式はCoqにおける関数，関数呼び出し

そのものに相当し，dynamicな式はデータ型を使って表現されたプログラムの構文木に相当する．

入力の式に対してTDPEを行うには次のようにする．まず，入力の式は一度，インタプリタによっ
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t ∈ Type := base | t1 → t2
v ∈ Static := x | λx.v | v0 @ v1

e ∈ Dynamic := x | λx.e | e0 @ e1

d ∈ TLT := x | λx.d | λx.d | d0 @ d1 | d0 @ d1

reify (↓) : Type → Static → TLT

↓base v = v

↓A→B v = λx�. ↓B (v @ ↑A x�)

reflect (↑) : Type → Dynamic → TLT

↑base e = e

↑A→B e = λv. ↑B (e @ ↓A v)

residualize = statically-reduce ◦ reify

: Type → Static → Dynamic

図 3.1: Danvyの call-by-nameのTDPE

て，完全に staticな式（つまりオーバーラインのついた式）に変換される．例えばλx.((λy.y) @ x)

という dynamicな式が入力されたとすると，この式はまず完全に staticな式 λx.((λy.y) @ x)に

変換される．次に，この staticな式が，その型 base → baseとともに reifyに渡される．reifyは，

reflectを使いながら入力の式を 2レベルの式に変換する．最後に，得られた 2レベルの式の中の

staticな部分を全て実行（statically-reduce）するとTDPE結果が得られる．λx.((λy.y) @ x)に対

するTDPEの実行を図で表すと以下のようになる．

(dynamic term) (static term)

λx.((λy.y) @ x) -インタプリタ λx.((λy.y) @ x)

���������9 reify（ ↓base→base ）λx�.((λx.((λy.y) @ x)) @ x�)

?

statically-reduce

λx�. x�

ここで �がついている変数は，他の変数とぶつかることのないように選ばれた freshな変数である．

上で得られた dynamicな式は，入力の式を部分評価した結果になっていることがわかる．入力の

式がいったん，完全に staticな式に変換された後は，その内部構造に立ち入ることなくTDPEが
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t ∈ Type := base | t1 → t2
v ∈ Static := x | λx.v | v0 @ v1 | Sx.v | 〈v〉

e ∈ Dynamic := x | λx.e | e0 @ e1 | let x = e1 in e2

d ∈ TLT := x | λx.d | λx.d | d0 @ d1 | d0 @ d1

| Sx.d | 〈d〉 | let x = d1 in d2

reify (↓) : Type → Static → TLT

↓base v = v

↓A→B v = λx�.〈↓B (v @ ↑A x�)〉

reflect (↑) : Type → Dynamic → TLT

↑base e = e

↑A→B e = λv.Sk.let g� = e @ ↓A v in k @ ↑B g�

図 3.2: call-by-valueのTDPE

行われていることに注意しよう．このように構文に関する場合分けを行うことなく部分評価を行

えるため，通常の部分評価よりも高速に行うことができる．

3.2 Call-by-valueのTDPE

次にCBVにおけるTDPEの定義を示す．Tsushimaらが先行研究 [26]にて記しているCBVのλ計

算におけるTDPEの定義は，let-insertionを用いて行われており，その let-insertionに shift/reset

を用いた定義が図 3.2である．staticな shiftを S，staticな resetを 〈 〉で表している．

reflectの A → B のケースは，CBNでは λv. ↑B (e @ ↓A v) と定義されているが，CBVでは

dynamicな (e @ ↓A v)を let-insertionを使って出力している．Skで，その時点での継続を切り取

り，freshな変数 g�を使って (e @ ↓A v)を let文に残し，以降の計算には g�が渡されている．この

let文がTDPEの実行により出力されるのは，継続が staticな resetで区切られているところ，即ち

reifyのA → Bのケースで dynamicな束縛が作られる直下である．つまり，λx�.let g� = ... in ...

といった形で出力される．又，Danvy [14] の定義では k @ ↑B g� を（staticな）resetで括ってい

るが，この式を resetで括っても括らなくても，式の意味は変わらない．shiftでとってきた継続

k には resetが付いているため，引数 v が valueならば k @ v と 〈k @ v〉 は等価になるからである．

（実際にKameyamaら [22] の諸公理を使って証明することが可能．）

このTDPEの定義には，staticな shift/resetが使われている．Coqは shift/resetを提供していな
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reify (↓) : Type → Static → TLT

↓base v = v

↓A→B v = λx�.v @ (↑A x�) @ (λv′. ↓B v′)

reflect (↑) : Type → Dynamic → TLT

↑base e = e

↑A→B e = λv.λk.let g� = e @ ↓A v in k @ ↑B g�

図 3.3: call-by-valueのCPS TDPE

い為，図 3.2のTDPE定義を直接Coqで定式化することは出来ない．（さらに，staticな shift/reset

が入ってくるとKripke モデルその他論理関係の構築が複雑になり扱いにくくなる．）そこで本研

究では，（TDPE中の）staticな箇所のみをCPS変換することにより，その shift/resetを削除する．

（TDPEには staticな式と dynamicな式が入り混じっているため，どの場所をCPS変換すれば良

いのかが明らかではなかったが，Ilikの先行研究 [20] を詳細に検討した結果，staticな部分のみを

CPS変換すれば良いことが分かった．）図 3.2の staticな termをCPS変換したものが，図 3.3で

定義した関数である．この定義は，先のCBVのTDPEのうち，reifyに渡される引数 vと reflect

が返す staticな値が継続を受け取るように変換されている．reifyに渡される引数 vはCPSになっ

たので，それを使う際には引数 (↑A x�)に加えて，継続が渡されている．また，reflectが返す値

は，λkのように継続を受け取る格好になっている．このようにCPS変換を施すと，shift/resetを

使って行っていた let-insertionを shift/reset を使わずに行うことができる．

3.3 Shift/reset付きcall-by-valueのTDPE

前節までの定義を踏まえた上で，本節では CBVの λ計算に shift/resetを加えた体系における

TDPEはどの様に定義されるかを説明する．まずは，TsushimaらのCBVの shift/reset付き λ計

算におけるTDPEの定義を図 3.4に示す．前節までとは違い，shift/reset が入力のプログラムに

入ってくると，関数の型は 2章と同様に四つ組となり，t1/t3 → t2/t4 という形になる [11]．

ユーザからの入力プログラムに shift/reset が入ってくると，その挙動をサポートするのと let-

insertion をするのとの両方で shift/reset を使う必要が出てくる．しかし，同じ shift/reset を使

うと両者が干渉して正しい部分評価結果を得ることができなくなる．Tsushimaらはこれに対応
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t ∈ Type := base | t1/t3 → t2/t4
v ∈ Static := x | λx.v | v0 @ v1 | Sx.v | 〈v〉 | S2x.v | 〈2 x 〉2
e ∈ Dynamic := x | λx.e | e0 @ e1 | Sx.e | 〈e〉 | let x = e1 in e2

d ∈ TLT := x | λx.d | λx.d | d0 @ d1 | d0 @ d1 | Sx.d | 〈d〉 | Sx.d | 〈d〉
| S2x.d | 〈2 d 〉2 | let x = d1 in d2

reify (↓) : Type → Static → TLT

↓base v := v

↓A/a→B/b v := λx�
1.Sk�

1.

〈2 ↓b 〈let v1 = (v @ ↑A x�
1)in (S2k2.let g� = 〈k�

1 @ ↓B v1〉 in k2 @ ↑a g�)〉 〉2
reflect (↑) : Type → Dynamic → TLT

↑base e := e

↑A/a→B/b e := λv1.Sk1.S2k2.

let g� = 〈let x�
1 = (e @ ↓A v1) in 〈2 ↓a k1 @ ↑B x�

1 〉2 〉 in k2 @ ↑b g�

図 3.4: shift/reset付き call-by-valueのTDPE

するために，前者に shift/reset を使い，後者は状態を使った let-insertion を行っている．しかし，

状態を使った let-insertion は，状態に対する副作用を使うため定式化するのは簡単ではない．そ

こで，ここでは CPS 階層 [12] の２段目の shift2/reset2 を使うことで対応する．shift2/reset2 は，

shift/resetを使ったプログラムもひっくるめて捕捉することができ，ユーザの入力中の shift/reset

の動きに干渉することなく let-insertion を行うことができるようになる．図 3.4 では，（staticな）

shift2/reset2 を S2， 〈2 〉2 と表記している．この図ではさらに staticな let文 let x = d1in d2 も

使っているが，これは (λx.d2) @ d1 と同じことである．このTDPEに shift/resetの入った式を入

力して実行すると，部分評価して消えなかった shift/resetは dynamicな termに含まれたまま出

力される．

しかし，shift/reset と同様，shift2/reset2 も Coq では提供されていない．そこで，この定義を

二回，CPS 変換することでこれら命令を除去する．最初の CPS 変換では，shift/reset が除去さ

れ，shift2/reset2 は shift/reset で実現できるようになる．さらに，もう一度 CPS 変換をすると，

その shift/reset も除去される．そのようにして二回CPS変換をかけて，staticな shift/resetをは

ずしたのが図 3.5の定義である．k1が継続，k2がメタ継続を表す変数となっている．このように

CPS変換を 2回施して，2階層の継続が出てくる形式を 2CPSのプログラムと呼ぶ．

又，どちらの定義においても，reifyのA/α → B/βのケースにおける変数 g�に束縛されてい
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reify (↓) : Type → Static → TLT

↓base v := v

↓A/a→B/b v := λx�
1.Sk�

1.

v @ (↑A x�
1) @ λv1.λk2.(let g� = 〈k�

1 @ ↓B v1〉 in (k2 @ ↑a g�)) @ λv2. ↓b v2

reflect (↑) : Type → Dynamic → TLT

↑base e := e

↑A/a→B/b e := λv1.λk1.λk2.

let g� = 〈(let x�
1 = (e @ ↓A v1) in (k1 @ (↑B x�

1) @ (λv2. ↓a v2)))〉 in (k2 @ ↑b g�)

図 3.5: shift/reset付き call-by-valueの 2CPS TDPE

る式 〈k�
1 @ ↓B v1〉は，（dynamicな）resetで囲っても囲まなくとも，式の意味は変わらない．この

式の k1には captureした継続が入るが，そのさらに外側が resetで囲まれているためである．し

かし 5章にてTDPEの正当性定理においてTDPE実行前後の式が semanticに等価であることを

示そうとすると，〈k�
1 @ ↓B v1〉の様に resetで囲んでいないと（少なくとも現段階では）証明が出

来ない．

以上の本章で示した図 3.1，3.3，3.5のTDPE定義をモデルとして，次章以降では定式化を行っ

ていく．
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第4章 Kripke意味論を用いたTDPEの
抽出

2章で抽出した shift/reset付き CBVの評価器は非常に複雑であり，実用にはほど遠いもので

あった．先行研究にて Ilik [18, 19]はKripkeモデルの推論規則に対する完全性の証明をCoqで定

式化することにより，TDPEを抽出している．Ilikの定式化はKripkeモデルを使っているおかげ

で Locally Nameless手法を用いるよりも簡単かつきれいな形で α同値問題を避けることが出来て

いる．又，termの定義に型情報を加えているため，型推論規則を必要としない．（言い換えると，

termの定義自体が型推論規則になっている．）この為，評価器に型推論規則を渡す必要がなく，簡

潔なTDPEプログラムの抽出に成功している．さらに Ilik [20] は同様の手法を用いて shift/reset

付き λ計算体系のTDPEも扱っているが，そこで扱われている限定継続は論理の立場から見たも

のであり，一般的に使われている限定継続とは異なるものとなっている．具体的には，継続の返

す型が常に固定されてしまっており，さらには resetの持ち得る型が atomic typeのみに限定され

ている．

一方，Tsushimaら [26]は shift/resetを含むプログラムに対する TDPEを， shift/resetを使っ

て実装している．しかし，提案されている TDPE については直感的な説明と実装が示されてい

るのみであった．

本章では，Tsushimaらの仕事と Ilik の仕事を結びつけ，通常の限定継続を扱える形で Ilik の

証明を再構築する．大まかには以下の手順となる．

• まず，Tsushimaらの shift/reset用の TDPEを継続渡し形式（CPS）に変換する．（shift/reset

を扱うために CPS変換を行うのは常套手段である．しかし TDPEは static/dynamicな term

が混ざった式で定義されている為，元の直接形式（DS）の TDPE をどのように CPS 変換

するかを判断するのは簡単でない．）

• 次に適切な Kripke モデルを構築し，そのモデルに対する completeness の定理を証明する．
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completeness定理は，TDPEの中核である reify/reflectの関数とCurry Howard同型になっ

ており，completeness の証明を抽出することでTDPE が得られる格好となる．

• 証明を全て Coq で定式化することにより，Tsushimaらの TDPE を CPS変換した関数に

直接対応している関数プログラムが得られる．

本章で得られるTDPEは簡潔な形をしており，これは，証明が複雑になり，TDPE の抽出を手動

で行わなくてはならなかった Ilik の証明とは対照的である．

以降，本章で定義するCBNの（shift/resetなし）λ計算を λcbn，CBVの（shift/resetなし）λ

計算を λcbv，そしてCBVの shift/reset付き λ計算を λ
S/R
cbv と表記する．

4.1 Kripke モデルと TDPE 抽出の概要

本章では，命題論理におけるKripkeモデルに対する完全性の証明からTDPEを抽出するという

アプローチをとっている．ここでは本章で必要なKripkeモデルを導入する．

定義 1. Kripkeモデルは以下のふたつからなる．

• (K, ≤ )という可能世界の集合K上の前順序 ≤（反射律と推移律が成り立つ順序関係）．

• 可能世界wと命題変数Xの間の forcingと呼ばれる関係w |= X．ここで，この関係は可能

世界についてmonotoneであるという条件を満たさなくてはならない．つまり，w |= X か

つw ≤ w′ならw′ |= Xでなくてはならない．

（通常の述語論理に対するKripke意味論では，以上に加えて個体変数の動く範囲を規定する集

合が存在するが，本章では命題論理の範囲しか扱わないので，不要である．）

命題変数についての forcing関係は，「ならば」の意味に対して自然に拡張される．例えば通常

の直接形式の意味を考えるときには以下のように定義される．

w |= A → B ⇔ 任意のw′ ≥ wに対して，w′ |= Aならばw′ |= B．

本章では，さらにCPSプログラムの意味を反映した定義も使用する．

上記のKripkeのモデルをここでは次のように使う．まず，可能世界wとしては，型付き λ計算

における自由変数の型（＝論理式）の列とする．（本章では，以下，この型の列wを環境と呼ぶこ

とにする．）また，可能世界の間の前順序は環境の拡張と定義する．その上で，w |= Xは，型変
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数（＝命題変数）Xがwのもとで成り立つかどうかを表すとする．すると，forcingがmonotone

であることという条件は，単なるweakeningとなり，本章で対象とする λ計算においても自明に

成り立つ．従って，これは Kripke モデルとなっている．さらに，関数型についての条件は「現

在の環境 wを拡張したどんな環境においても A型の値をB型の値に移す」となり，wにおける

A → B型の関数閉包の動きを表現するものとなっていることがわかる．

このような Kripke モデルを使って，以下のように TDPE は抽出される．まず，入力の term

を Kripke モデルで解釈する．A 型の入力の term を推論規則で A を導けると解釈し，Kripke モ

デル上の A 型の forcing を Kripke モデル上で A が成り立つと解釈すると，これは Kripke モ

デルの推論規則に対する soundness になっており，その証明は A 型の term を Kripke モデル

上の値に写像するインタプリタとなる．次に，Kripke モデル上の値を term に引き戻す．別々の

term でも同じ意味を持つものはたくさんあるので，この引き戻し方はたくさんあるが，その中で

も normal form になっているものに引き戻すことにより，元の入力の部分評価結果を導出する．

これは Kripke モデルの推論規則に対する completeness になっており，その証明は Kripke モデ

ル上の値を normal form に写像する TDPE となる．本章では，この先，いろいろな体系に対し

て soundness と completeness を証明し，そこからインタプリタと TDPE を抽出していく．

4.2 λcbnにおけるTDPEの抽出

本節では CBNの（shift/resetを含まない）λ計算 λcbnにおいて，Kripkeモデルを用いてどのよ

うにTDPEを抽出したかについて説明する．まずは λcbnを定義する．

4.2.1 λcbnの定義

本章におけるCoqでの定式化に合わせて，Ilik [20]の定式化を参考にしてλcbnを定義する．（λcbnの

termが，図 3.1における dynamicな式に相当している．）λcbnの型システムは図 4.1の如くに定義

される．この定義で特徴的なのは termの定義であろう．termは構文木で定義されており，図 3.1

の様な一般的に使われる termの syntaxに，さらに型情報として環境と型が加えられている．この

様に定義すると，型の付く termのみしか書けなくなる，つまり，一般の型推論規則の条件を満た

していなければ termとして成立しない．但し，型情報が implicitに推論出来る場合（もしくは型

情報に関する議論が不必要な場合）には，本章内においてコロンから右側の式（ : w `t A）は省
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type : typ 3 A := base | A1 → A2

environment : world 3 w, Γ := list of typ

term :

hyp : A,w `t A

p : w `t A

wkn(p) : B,w `t A

p : A,w `t B

lam(p) : w `t A → B

p : w `t A → B q : w `t A

app(p, q) : w `t B

図 4.1: λcbnと λcbvの型システム

いて記述する．（実際，Coqで定式化する際にも，Set Implicit Arguments. と宣言する，もし

くは Arguments コマンドで implicitな式を具体的に指定することにより，自明な環境と型を省略

して記述することが出来る．）逆に，w `t Aのみが書かれた式は，ある p が存在して，p : w `t A

を根とする構文木（term）が書けることを意味している．（次節以降に登場する記号 `nf ， `ne

に関しても同様である．）

以下，各構文について説明する．本章においては，束縛変数は de Bruijn indexで表される．

hypは一番内側の binderで束縛されている変数を，wkn(p)は pの中の束縛変数の指す先を一つ

外側の binderに繰り上げるような命令を意味している．（定義をみれば分かる様に，wkn(p)の

規則はweakeningを表すものとなっている．）例えば恒等関数 λx.xは，lam(hyp)，λx.λy.y @ xは

lam(lam(app(hyp, wkn(hyp))))と書ける．この体系では，wkn( )が hyp或いはwkn( )以外の式の外

に付くような，例えば wkn(app(hyp, hyp))のような式を許している．直感的には，applicationや

λ抽象の外側に wkn( )が付いている様な termは，その wkn( )を変数に到達するまで中に潜らせ

た termと同じ意味である．以下に簡単な例を示す：

• lam(lam(lam(wkn(app(wkn(hyp), hyp)))))

= lam(lam(lam(app(wkn(wkn(hyp)), wkn(hyp))))) = λx.λy.λz.x @ y

• lam(lam(wkn(lam(wkn(hyp))))) = lam(lam(lam(wkn(wkn(hyp))))) = λx.λy.λz.x

但し，中に潜らせる際，束縛変数の束縛先がくずれないようにする必要がある．

• lam(wkn(lam(hyp))) = lam(lam(hyp)) = λx.λy.y
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• lam(lam(lam(wkn(app(lam(hyp), wkn(hyp))))))

= lam(lam(lam(app(lam(hyp), wkn(wkn(hyp)))))) = λx1.λx2.λx3.(λx4.x4) @ x1

一般の de Bruijn index termへの変換関数は簡単に定義することが出来る．その変換プログラム

は付録に記す．

Coqで termを定式化する際は，[20]を参考に，以下のように定義した．これは図 4.1 の term

の定義をそのまま Coq で表現しただけである。

Set Implicit Arguments.

Inductive tm : world -> typ -> Set :=

| tm_Hyp : forall w A, tm (A :: w) A

| tm_Wkn : forall w A B, tm w A -> tm (B :: w) A

| tm_Lam : forall w A B, tm (A :: w) B -> tm w (arrow A B)

| tm_App : forall w A B, tm w (arrow A B) -> tm w A -> tm w B.

この定義を用いて，例えば恒等関数は（world wにおいて (base → base)型を持つとすると），

(tm_Lam (tm_Hyp w base))

と記述できる．（Argumentsコマンドや Set Implicit Argumentsを使用しない場合は，全ての情

報を記述しないといけない為，

(tm_Lam w base base (tm_Hyp w base))

と記述する．）

4.2.2 λcbnのKripkeモデル

λcbnのKripkeモデルを定義するために，まず normal formと neutral termの定義を行う．normal

formは正規形であり，これ以上簡約出来ない termとなっている．neutral termは変数を正規形

で呼び出した形で，変数の値が具体化しない限り，これ以上，実行を進められない termを意味し

ている．定義は図 4.2に載せる．termの場合と同様，normal formと neutral termも構文木の形

で定義される．

本章で使用するKripkeモデルにおける可能世界の集合は，論理式（型）のコンマで区切られた

列とし，その間の大小関係は以下に示す列の拡張とする．
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normal form :

p : w `ne A

p : w `nf A

p : A,w `nf B

lam(p) : w `nf A → B

neutral term :

hyp : A,w `ne A

p : w `ne A

wkn(p) : B, w `ne A

p : w `ne A → B q : w `nf A

app(p, q) : w `ne B

図 4.2: λcbnの normal form と neutral term

w |= base ⇐⇒ w `ne base

w |= A → B ⇐⇒ ∀w′, w ≤ w′ ⇒ w′ |= A ⇒ w′ |= B

w |=s (A1, ..., An) ⇐⇒ (w |= A1) ∧ · · · ∧ (w |= An)

図 4.3: λcbnで使用する論理述語

(i) w ≤ w

(ii) w ≤ w′ ⇒ w ≤ (A,w′)

この定義は，前順序に求められる推移律を満たしていることが容易に確認できる．

補題 4 (transitivity, ≤ ).

∀w1, ∀w2,∀w3, w1 ≤ w2 ⇒ w2 ≤ w3 ⇒ w1 ≤ w3

図 4.3に，本節で使用する λcbn用の論理述語 |= と |=s を記載する．前者は単純型付き λ計

算の強正規化性を証明する際に用いられる Tait流の論理述語 [25]をKripkeモデル用に拡張した

ものであり，A → Bのケースは 4.1節で紹介した定義となっている．また，w |=s (A1, ..., An) は

A1, . . . , An それぞれが論理述語を満たすことを示している．

この論理述語 w |= Aは，論理式 Aの Kripkeモデル上での意味を表している．そこから TDPE

の結果を normal form の形で得たいので，w |= base の意味として（dynamic な）normal form

の集合をとってあげれば良い．ただし，型が base の場合は関数型にはなり得ないので，normal

form の中でも neutral term のみを考慮すれば良い．よって，w |= baseは w `ne base（つまり，

wのもとで base型の neutral termの集合）と定義している．
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Kripkeモデルとなるためには，w |= base（つまり w `ne base）はmonotonicityを満たさなく

てはならない．これは，次の補題により確認される．

補題 5 (monotonicity, λcbn).

∀w, ∀w′,∀A,w ≤ w′ ⇒ w `ne A ⇒ w′ `ne A

この補題はw ≤ w′の定義に関する帰納法により容易に示すことができる．この補題でAを base

とすると，必要なmonotonicityを得ることができる．

Coq で定式化する際には，≤ は Prop 型ではなく Set 型で定義している．そのため，あとで

TDPE を抽出する際，この ≤ に相当する部分もコードとして現れてくることになる．これは，

この補題の結論部（w′ `ne A）が（TDPE 結果として normal form，neutral term を得たいので）

Set 型であるためである．結論部が Set 型である場合，Coq には「Goalが Set又はType型であ

る場合は，帰納法を用いる式も Set又はType型でないといけない」という制約があるため， ≤

の定義を Set 型にしないと ≤ に関する帰納法を使えない． ≤ に関する帰納法を使わずに上の

補題を証明できれば， ≤ を Prop 型と定義でき，抽出されたコードに現れないようにできるが，

現在のところ，そのような形での証明はできていない．

4.2.3 λcbnの soundnessの証明

前節で定義したKripkeモデルの推論規則に対する soundnessの定理は以下のように述べられる．

定理 7 (Soundness, λcbn).

∀A, ∀Γ, ∀w, Γ `t A ⇒ w |=s Γ ⇒ w |= A

証明はΓ `t Aに関する帰納法を用いて行う．ここでΓはwと同じく論理式（型）の列である．こ

の定理が意味するところは，「Γのもとで Aが成り立つなら，Kripkeモデル上でも Γのもとで A

が成り立つ（言い換えると，ΓのもとでA型になるような termが存在するなら，Γを満たす世界

（値環境）のもとでA型として振る舞う値が存在する）」である．これが soundnessと呼ばれるの

は，推論規則上でAが成り立つならKripkeモデル上でもAが成り立つという定理になっている

からである．soundnessの statementは「w `t A ⇒ w |= A」であるべきと思われるかもしれな

いが，この statementを直接的に示すことは今のところ出来ていない．又，Coquand [10]が定理
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7と同様の性質をKripkeモデルの推論規則に対する soundnessと呼んでいる為，本章もそれに倣

う形をとっている．

Curry Howard同型により，この定理を抽出すると，A型の termをKripkeモデル上の値に写

像するような（λcbnに対する）インタプリタが得られる．Γ `t AはA型の項，w |=s Γは値環境，

w |= AはA型の値に相当する．実際，soundnessの証明をCoqで書き下すと以下のようになる．

（このプログラムは soundness の証明そのものになっており，この定義を使うと Coq では exact

interp. で soundness の証明が終了する．）

Fixpoint interp (G: world) (t: typ) (term: tm G t) {struct term}

: forall w: world, Rs w G -> R w t :=

match term with

| tm_Hyp _ _ => fun _ env => get_first env

| tm_Wkn _ _ _ t1 => fun _ env => interp t1 (get_rest env)

| tm_Lam _ A _ t1 => fun w1 env =>

fun (w2: world) (H: w1 <== w2) (v: R w2 A) =>

interp t1 (Rs_cons A v (wkn_Rs H env))

| tm_App _ _ _ t1 t2 => fun w1 env =>

interp t1 env w1 (lew_refl w1) (interp t2 env)

end.

ここで tm G t は G `t t を，R w t は w |= tを，Rs w G は w |=s G を表す．このプログラムは

t 型を持つ項 term と環境 env を受け取ると，項に従って場合分けをして，解釈実行するような

インタプリタである．別の言い方をすると，各 termに対してKripkeモデル上の意味を与えてい

る．以下，このプログラムを詳細に見ていく．

term が hyp の場合は，環境の最初の要素を値として返す．get first は（空でない）環境の

先頭を返す関数であり，別途，（適切な命題の証明として）定義されている．term が wkn(t1) の

場合は，get rest を使って環境の先頭の要素を捨てた上で，再帰する．term が lam(t1) の場合

は「A 型の引数 v を受け取ったら，t1 を実行する」ような関数を返す．Rs cons は環境の先頭

に値を挿入する関数である．その際，この関数は引数に加えて，呼び出されたときの環境 w2 と，

それがこの関数の定義時の環境 w1 からどれくらい離れているかを示す H を受け取ってきてい
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る．これは，使用している Kripke モデル（図 4.3）で関数がそのように定義されているためであ

る．しかし，次の app(t1, t2) の場合を見るとわかる通り，w2 はいつも w1 と等しく，H はいつ

も lew refl w1 （これは w1 ≤ w1 の証明を示している）となっている．wkn Rs は env の中の

変数に H に示される差分だけ wkn( ) を挿入する関数だが，H がいつも lew refl w1 なので結

局 wkn Rs H は恒等関数になる．つまり tm Lam のケースで現れる引数 (H: w1 <== w2) はイン

タプリタの実行には不要である．Coq で定式化する際に ≤ を Prop 型で定義できれば，プログ

ラムを抽出した際に，この引数は登場せずにすむが，現在 ≤ の定義を Prop 型にはできていな

いので，このような形で残っている．最後に，term が app(t1, t2) の場合は t1 を実行し，その結

果得られる関数に t2 を実行した結果を渡している．（メタ言語である Coq では一般の β簡約が許

されているので，これでCBN のインタプリタになっている．）

なお，上記のインタプリタプログラムは，最初に Coqで soundnessの証明を行い，それを Print

コマンドで表示させて，整理することで得たものである．しかし，一度，このようなインタプリ

タが得られるということを理解しておくと，それに従って証明を楽に進めることができるように

なる．

4.2.4 λcbnの completenessの証明

λcbnの completenessの定理は，本章では以下の如く定義する．

定理 8 (Completeness, λcbn).

∀A, (i) ∀w,w |= A ⇒ w `nf A

(ii) ∀w,w `ne A ⇒ w |= A

この定理の前半が意味するところは，「Kripke モデル上で A を証明できるなら，A 型の正規形

が存在する（言い換えると，A 型の値を受け取ったら，その正規形を返す）」であり，これはまさ

に reify に対応していることがわかる．一方，後半の意味するところは「A 型の neutral term は

A 型の値に変換できる」となり，reflect に対応している．後者は，前者を型に関する帰納法で証

明する際に必要となる．

この定理は (i)の結論部をw `t Aに置き換えても証明が可能である．論理の意味から考えると，

その方が自然であると思われるが，本章では正規形を導出するプログラム（つまり reify）を得る

ことを目的としているので，上記の様に限定してw `nf Aを結論部としている．又，(ii)の前件部

がw `ne Aとなっているのは，論理述語w |= baseの定義がw `ne baseとなっている為，neutral
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termよりも制約の緩い項を前件部にて許してしまうとA = baseのケースの証明が上手くいかな

くなってしまう為である．

completenessの定理の証明の概略は以下のようになる．論理式のproof term（図 3.1中のTDPE

プログラム）を，その式の後ろに大括弧で括って [...] 示すこととする．

Proof. 型に関する帰納法．

(base の場合)

(i) (reify，↓base vのケース）w |= base [v] は定義から w `ne baseとなり，neutral term

は normal form のひとつなのでw `nf base [v] である．

(ii) (reflect，↑base eのケース）w |= base [e] の定義はw `ne base [e] なので自明．

(A → B の場合)

(i) (reify，↓A→B eのケース）仮定 w |= A → B [v] は定義により ∀w′, w ≤ w′ ⇒ w′ |=

A ⇒ w′ |= Bと等価である．ここで w′ として w を拡張した (A,w) を考える．hyp の

規則により (A,w) `ne A [x�] が成り立つので，A に関する帰納法の仮定 (ii) を使うと

(A,w) |= A [↑A x�] を得る．これに対して，仮定を使うと (A,w) |= B [v@ ↑A x�]が得

られるので，B についての帰納法の仮定 (i) を使うと (A,w) `nf B [↓B v@(↑A x�)] と

なる．よって，lam( ) の規則を使うと，結論のw `nf A → B [λx�. ↓B (v@ ↑A x�)] を

得る．

(ii) (reflect，↓A→B e のケース）w `ne A → B [e] を仮定して，w |= A → B を示す．示

したい結論部は定義により ∀w′, w ≤ w′ ⇒ w′ |= A ⇒ w′ |= B である．そこでさら

に w ≤ w′ と w′ |= A [v] を仮定して w′ |= B を示す．今，w′ |= A [v] に対して A

に関する帰納法の仮定 (i) を使うと w′ `nf A [↓A v] を得る．一方， w ≤ w′ なので，

w `ne A → B [e] に適切に wkn( ) の規則を使うとw′ `ne A → B [e] を得る．このふ

たつに対して app( , ) の規則を適用すると w′ `ne B [e @ ↓A v] を得る．最後に B に

関する帰納法の仮定 (ii) を使うと，欲しかった w′ |= B [↓B (e @ ↓A v)] が得られる．
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Fixpoint reify (t: typ) : forall w, R w t -> nf w t :=

match t return (forall w, R w t -> nf w t) with

| base => fun _ v => nf_ne v

| arrow A B => fun w v =>

nf_Lam (reify B (A :: w)

(v (A :: w) (lew_cons A (lew_refl w)) (reflect (ne_Hyp w A))))

end

with reflect (t: typ) : forall w, ne w t -> R w t :=

match t return (forall w, ne w t -> R w t) with

| base => fun _ e => e

| arrow A B => fun w e => fun w1 (H: w <== w1) (v: R w1 A) =>

reflect (ne_App (wkn_ne H e) (reify A w1 v))

end.

図 4.4: λcbnの抽出されたTDPE (reify/reflect)

上の証明は，そのまま TDPE の定義にそっていることが見て取れる．実際，completeness の

証明は TDPE の定義と一対一の関係にあり，Coq の証明もそれに 沿って行った．その結果，得

られた証明は図 4.4 のようになる．

nf w t, ne w t はそれぞれ w `nf t, w `ne t を表す．また，nf ne は neutral term を normal

form に埋め込む関数，それ以外の nf ，ne で始まる関数は，それぞれ normal form，neutral

term の構成子である．

このプログラムを見ると，TDPE の定義と一対一に対応しているばかりでなく，他とぶつから

ない fresh な変数をとってくる部分についても正しく扱われていることがわかる．fresh な変数

が導入されるのは reify の A → B 型のところであり，nf Lam の中で ne Hyp が使われている．

今のところこの変数は nf Lam の直下にあるので ne Hyp のままであるが，実際にはその変数は

reflect に渡され，その結果は vにも渡される．その中でさらに別の nf Lam が使われるかも知

れない．そこで，この変数を reflect に渡すときには（implicit に）現在の環境を渡すとともに，

v を実行する際には呼び出し時の環境 A :: w と環境が定義時からどのくらいずれているかを示

す証明 lew cons A (lew refl w) を一緒に渡している．（lew cons A l は l が w ≤ w′ の証明

だったとき，w ≤ (A,w′) の証明を表す．）この証明は reflect の A → B 型のケースで使われ

る．受け取った neutral term e をコードに残す際には wkn ne を使って適切に ne Wkn を挿入し
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normal form :

p : w `ne A

p : w `nf A

p : A,w `nf B

lam(p) : w `nf A → B

neutral term :

hyp : A, w `ne A

p : w `ne A

wkn(p) : B, w `ne A

q : w `ne C → A q′ : w `nf C p : A,w `nf B

let(app(q, q′), p) : w `ne B

図 4.5: λcbvの normal form と neutral term

ている．wkn ne は補題 5に対応する関数で，受け取った証明に従って，必要な数（＝ e の指し示

す nf Lam までの間に出てくる別の nf Lam の数）だけ ne Wkn を挿入する関数である．

ここで得られたプログラムからさらに OCaml のコードを抽出することも可能である．しかし，

TDPE は OCaml の型システムでは（特殊なエンコーディングをしない限り [28]）直接は表現で

きないので，Obj.magic が現れる格好になる．

4.2.5 λcbn 用の reify への入力について

soundness と completeness の定理を証明できると，そこから抽出されたプログラムを使って以下

のように TDPE の結果を得ることが出来る．まず，入力のプログラムは interp を使って対応す

る Kripke モデル上の意味へと変換される．これが，入力が static な式に変換されたことに対応

する．次に，その結果を reify に渡すと，TDPE 結果である normal form が得られる．このよ

うに reify への入力は Kripke モデル上の意味となっている．

4.3 λcbvにおけるTDPEの抽出

前節を受けて，本節では CBVの（shift/resetを含まない）λ計算 λcbvにおける TDPEの抽出を

説明する．TDPEの抽出手法は，前節のそれをきれいな形で拡張したものになっている．
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w |= base ⇐⇒ w `ne base

w |= A → B ⇐⇒ ∀w1, w ≤ w1 ⇒ w1 |= A ⇒
∀T, (∀w2, w1 ≤ w2 ⇒ w2 |= B ⇒ w2 `nf T ) ⇒

w1 `nf T

w |=s (A1, ..., An) ⇐⇒ (w |= A1) ∧ · · · ∧ (w |= An)

図 4.6: λcbvで使用する論理述語

4.3.1 λcbvの定義とKripkeモデル

λcbvの termの定義は λcbnと同じである（図 4.1）．λcbvにて使用するKripkeモデルは，λcbnで定

義したモデルにて使用した neutral termに新たに let文を加え，さらに論理述語のA → Bのケー

スにおける定義をCPSの形に拡張して定義する．

λcbvにおける normal form，neutral termの定義に関しては図 4.5に記載する．ここで定義され

ている let(app(q, q′), p)は，app(q, q′)を（pの中の）0番の変数に束縛して pを実行するような let

式である．この式は app(lam(p), app(q, q′))と同じことであるが，見やすさの為に導入した．この

式は CBNではさらに β簡約が出来る．しかし CBVでは lam(p)に渡される項が（これ以上簡約

出来ないような）applicationだと簡約が出来ない．図 4.5の let式の定義をみれば分かる通り qは

neutral termであるので，app(q, q′)はこれ以上簡約出来ず，故に app(lam(p), app(q, q′))はこれ以

上簡約出来ない項となっている．その為，neutral termとして定義する必要がある．この式は，こ

れ以上実行を進められない項 app(q, q′)を let文に残していることに相当する．neutral termにお

いて app( , )が単独では現れないことに注意されたい．app( , )は必ず let文の中にのみ現れる．

このように拡張された normal formと neutral termを用いて定義された論理述語が図 4.6であ

る．この定義が λcbn の場合と異なるのは，w |= base のケースの w `ne base の定義が変更されて

いること，そして w |= A → B のケースの定義が CPS になっていることの 2点である．後者に

ついて，λcbn では w |= A ⇒ w |= B となっていた式が，λcbv では w |= B を受け取る継続を使

うようになっている．この定義は少し複雑に見えるが，w `ne T の形をした部分を継続が返す型

T と思い，さらに w に関する部分を無視するとA ⇒ ∀T.(B ⇒ T ) ⇒ T という形をしており，

確かに CPS になっていることがわかる．

λcbvのときと同様，論理述語がKripkeモデルの forcingの関係を満たす為には，baseのケースに
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おいてmonotoneでなくてはならない．λcbnのときと同様， `ne について以下の性質が成立する．

補題 6 (monotonicity, λcbv).

∀w, ∀w′,∀A,w ≤ w′ ⇒ w `ne A ⇒ w′ `ne A

この性質は，（前節のときと同様に，）w ≤ w′の定義に関する帰納法を用いて容易に示せ，この

補題の Aを baseにすると， |= におけるmonotonicityを得ることが出来る．以上のセッティン

グにより，λcbnのときと同様に，Kripkeモデルを定義することが出来た．この諸定義を用いて，

soundnessと completenessの証明を行う．

4.3.2 λcbvの soundnessの証明

λcbvでの soundness定理は以下の如く，λcbnの場合よりも複雑な定義となる．

定理 9 (Soundness, λcbv).

∀A, ∀Γ,∀w, Γ `t A ⇒ w |=s Γ ⇒
∀T, (∀w′, w ≤ w′ ⇒ w′ |= A ⇒ w′ `nf T ) ⇒ w `nf T

定理 9の定義が意味するところは基本的に定理 7と同じであるが，結論部「Γを満たす値環境の

中でA型として振る舞う値が存在する」の「A型として振る舞う値」というのは，ここではCPS

になっているので，「Γを満たす環境の中で，『A型の値を受け取ったら T 型の値になるような継続』

を受け取ったら，T 型の値を返す」という意味になる．

この定理の証明は定理 7と同じく term に関する帰納法となる．証明は省略するが，証明の結

果，得られるプログラムは CPS で書かれたインタプリタになる．前節の Kripke モデルにおいて

は，関数は A 型のものを受け取ったらB 型のものを返す直接形式のものとして扱われていたの

で，直接形式のインタプリタが得られていた．一方，本節の Kripke モデルにおいては，関数は

継続を受け取る CPS の形のものとなっている．そのため，term の意味も CPS となっているの

である．

4.3.3 λcbvの completenessの証明

λcbv における completeness定理の定義は（ `nf ， `ne ， |= の定義が異なっていることを除け

ば）λcbnでの定義と全く同じである．
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Fixpoint reify (t: typ)
: (forall w, R w t -> nf w t) :=

match t return (forall w, R w t -> nf w t) with
| base => fun _ v => nf_ne v
| arrow A B => fun w v =>

nf_Lam (v (A :: w) B (lew_cons A (lew_refl w))
(reflect (ne_Hyp w A))
(fun w2 _ v’ => reify B w2 v’))

end
with reflect (t: typ)

: (forall w, ne w t -> R w t) :=
match t return (forall w, ne w t -> R w t) with

| base => fun _ e => e
| arrow A B => fun w e => fun w1 _ (H: w <== w1) (v: R w1 A) k =>

nf_ne (ne_Let (wkn_ne H e) (reify A w1 v)
(k (B :: w1) (lew_cons B (lew_refl w1))

(reflect (ne_Hyp w1 B))))
end.

図 4.7: λcbvの抽出されたTDPE (reify/reflect)

定理 10 (Completeness, λcbv).

∀A, (i) ∀w,w |= A ⇒ w `nf A

(ii) ∀w,w `ne A ⇒ w |= A

定理 10 の証明は，図 3.3 の CPS TDPE のプログラムと一対一に対応した形で行うことがで

きる．この証明から得られた（Coq 上の）プログラムが図 4.7 である．定義に登場する ne Let

q q’ p は let(app(q, q′), p) を意味している．図 4.7 と図 3.2 を比較すれば，両者が同一の関数を

表現しているであろうことが見て取れる．

completeness の定理は，λcbn のケースに合わせるために上のような形になっているが，λcbv の

ケースに限れば (ii) の前提の w `ne A の部分は任意の neutral term ではなく変数に対応する

式（つまり hyp やそれに wkn( ) がかかったもの）のみとしても証明できる．これは，λcbv では

let-insertion により全ての部分式に名前がつくため，変数を扱えさえすれば十分だからである．

4.3.4 λcbv用の reifyへの入力について

以上で λcbv 用の TDPE が得られたが，この TDPE が受け取る入力について，ひとつ面白いこと

が起きている．λcbn 用の TDPE では，完全に dynamic な入力を一度，完全に static な式に変換

してから reify をかけていた．その際，reify への入力はもとの入力と同じ直接形式であった．
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一方，λcbv 用の TDPE では，Kripke モデルの意味表現を CPS で表現しているため，reify へ

の入力も CPS でなくてはならなくなっている．例えば λx.((λy.y) @ x) : base → base を TDPE

にかけた結果が欲しければ，λcbn 用の TDPE を使うときには λx.((λy.y) @ x) を reify に渡せば

良かったが，λcbv 用の TDPE を使うときには λx.((λy.y) @ x) を CPS 変換したものを reify に

渡す必要があるのである．

これは，一見，目指していた TDPE とは異なるものが得られたように感じるかも知れないが，

そうではない．TDPE を使うときには，まず入力プログラムをコンパイルし内部表現に変換する．

そして，その内部表現を使って TDPE の結果を得る．λcbn 用の TDPE では内部表現として直接

形式を使っていたが，λcbv 用の TDPE では内部表現として CPS 形式を使っているのである．実

際，λcbv 用の soundness の定理は，CPS インタプリタになっていた．従って，どちらのケースで

も入力プログラムは soundness の示すインタプリタ上で内部表現に変換された後，それが reify

に渡されて結果が得られるという形になっている．この得られる結果は，どちらを使っても同一，

つまりどちらも normal form の定義で示される直接形式で得られる．

4.4 λ
S/R
cbv におけるTDPEの抽出

λcbnと λcbvのTDPEの抽出方法を受けて，本節では λ
S/R
cbv におけるTDPEの抽出について説明を

行う．基本的には前節と同じアプローチで，さらにもう一度CPS変換を行う．

本節では図 3.5をモデルとして定式化を行っていく．λ
S/R
cbv のシステムや証明の定式化全てがλcbn，

λcbvのそれと全く同じ流れになっており，λcbv（さらに遡れば λcbn）の定式化の拡張となっている

ことに注意されたい．

4.4.1 λ
S/R
cbv の定義

まず λ
S/R
cbv を図 4.8にて定義する．これはDanvyとFilinskiによる shift/resetに対する型システム

[11]を多相に拡張したAsaiとKameyamaの型システム [2] に基づいており，λcbnや λcbvと比べて

term（構文木）の根が p : w `t Aという三つ組から p : w; a `t A; bという五つ組に拡張されてい

る．この根から構成される termは環境wにおいてA型を持っており，この termを実行するとア

ンサータイプが aから bへと変化する．
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type : typ 3 A := base | A1/A3 → A2/A4

environment : world 3 w, Γ := list of typ

term :

hyp : A, w; r `t A; r

v : w; a `t A; b

wkn(v) : B,w; a `t A; b

p : A,w; a `t B; b

lam(p) : w; r `t A/a → B/b; r

p : w; r `t c/a → A/b; d q : w; b `t c; r

app(p, q) : w; a `t A; d

p : A/r → a/r, w; c `t c; b

shift(p) : w; a `t A; b

p : w; a `t a; A

reset(p) : w; r `t A; r

図 4.8: λ
S/R
cbv の型システム

(pure) normal form :

p : w `ne A

p : w `nf A

p : B/a → a/a, A,w `nf b

lam(shift(p)) : w `nf A/a → B/b hyp : A,w `ne A

p : w `ne A

wkn(p) : B, w `ne A

pure neutral term :

q : w `ne c′/c → c/c q′ : w `nf c′ p : c, w `nf A

let(reset(app(q, q′)), p) : w `ne A

p : w; a′ `nex a′; c q : c, w `nf A

let(reset(p), q) : w `ne A

impure neutral term :

p : w `ne A

p : w; a `nex A; a

q : w; b′ `nex c′/a → c/b′; r q′ : w `nf c′ p : c, w `nf A

let(reset(app(q, q′)), p) : w; a `nex A; r

図 4.9: λ
S/R
cbv の normal form と neutral term

4.4.2 λ
S/R
cbv のKripkeモデル

λ
S/R
cbv にて使用するKripkeモデルを定める．λ

S/R
cbv にて定義するKripkeモデルは，λcbvでのそれを

拡張した形となっている．まず，normal formと neutral termを図 4.9の如く定義する．λ
S/R
cbv で

は，neutral term が pure である（つまりアンサータイプが変化しないような型を持つ neutral

term）場合（ `ne ） と pure でない場合（ `nex ） の 2 種類に分かれる．（TDPEの実行結果に

おいて impure な normal form は登場しない為，normal form は pure の場合のみあれば十分で

ある．）lam(shift( )) は λの直下に shift が入っているような項を示しており，A/a → B/b 型の関

数の部分評価結果がこのような形になる．pure でない関数の部分評価結果に現れる λの下には必
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ず shift が現れるというのは，shift/reset の通常の部分評価 [1] においても同様である．

これら normal form，neutral termを用いて定義された λ
S/R
cbv における論理述語を図 4.10に示す．

これも定義が 2CPS になっている点以外はこれまでと同様である．型 A/a → B/b は，一度 CPS

変換すると A → (B → a) → b となるが，これをさらにもう一度（アンサータイプが任意のもと

で）CPS 変換すると A → (B → ∀T.(a → T ) → T ) → ∀T ′.(b → T ′) → T ′ となる．図 4.10 の論

理述語は，この型と同じ構造になっている．特に，(B → ∀T.(a → T ) → T ) に対応する部分が継

続，a → T と b → T ′ に対応する部分がメタ継続である．

この論理述語の baseのケースの定義はw `ne baseである為，この論理述語がKripkeモデルの

forcingの関係を満たすには，やはりw `ne baseがmonotoneでなくてはならない．λcbn，λcbvの

場合と同様，w `ne Aに関しては以下の性質が成立する．

補題 7 (monotonicity, λ
S/R
cbv ).

∀w, ∀w′,∀A,w ≤ w′ ⇒ w `ne A ⇒ w′ `ne A

この補題のAを baseに置き換えれば，w `ne baseにおけるmonotonicityとなる．故に図 4.10

で定義した |= はKripkeモデル上の forcingの関係となっている．

4.4.3 λ
S/R
cbv の soundnessの証明

Soundnessの定義は以下の如く，λcbvでの soundness定理をもう一度CPS変換した形となっている．

定理 11 (Soundness, λ
S/R
cbv ).

∀A, ∀a, ∀b, ∀Γ, Γ; a `t A; b ⇒ ∀w, w |=s Γ ⇒
(∀w1, w ≤ w1 ⇒ w1 |= A ⇒
∀T1, (∀w2, w1 ≤ w2 ⇒ w2 |= a ⇒

w2 `nf T1) ⇒
w1 `nf T1) ⇒

∀T, (∀w1, w ≤ w1 ⇒ w1 |= b ⇒ w1 `nf T ) ⇒
w `nf T

この定理も，これまでの soundness の定理と同じように項に関する帰納法で証明できる．その

結果，得られるプログラムは 2CPS で書かれたインタプリタになる．これは，本節の Kripke モ

デルにおける A/a → B/b 型の term の意味が 2CPS で与えられているためである．
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w |= base ⇐⇒ w `ne base

w |= A/a → B/b ⇐⇒ ∀w1, w ≤ w1 ⇒ w1 |= A ⇒
(∀w2, w1 ≤ w2 ⇒ w2 |= B ⇒
∀T, (∀w3, w2 ≤ w3 ⇒ w3 |= a ⇒ w3 `nf T ) ⇒

w2 `nf T ) ⇒
∀T ′, (∀w2, w1 ≤ w2 ⇒ w2 |= b ⇒ w2 `nf T ′) ⇒

w1 `nf T ′

w |=s (A1, ..., An) ⇐⇒ (w |= A1) ∧ · · · ∧ (w |= An)

図 4.10: λ
S/R
cbv で使用する論理述語

4.4.4 λ
S/R
cbv の completenessの証明

次に，TDPEを抽出する為の completenessの証明を行う．定理の定義自体は，本質的にλcbn，λcbv

の定義と同じである．

定理 12 (Completeness, λ
S/R
cbv ).

∀A, (i) ∀w,w |= A ⇒ w `nf A

(ii) ∀w,w `ne A ⇒ w |= A

定理 12の証明は，本節のはじめに図 3.5で示した 2CPSの TDPEの定義にそって行うことができ

る．証明から得られた（Coq上の）プログラムを図 4.11に示す．nf_LamShiftは（pureな）normal

formの定義における lam(shift( ))を，ne LetResetは pureな neutral termである let(reset( ), )

を表す．又，ne LetAppは pureな neutral termである let(reset(app( , )), )を，nex LetAppは

impureな neutral termである let(reset(app( , )), )をそれぞれ表している．arrowは ( / → / )

を表す．図 4.11の関数定義においても，図 3.5の CPSの shift/reset付 TDPEと等しいであろう

ことが見てとれる．

4.4.5 λ
S/R
cbv 用の reify への入力について

λcbv のときと同様，λ
S/R
cbv 用の reify への入力は λ

S/R
cbv 用の（soundness の証明によって与えられ

る）意味にそったものでなくてはならない．具体的には，2CPS の格好の static な term となる．

従って，shift/reset を含んだ入力プログラムを TDPE にかけたければ，一度，soundness の証明
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Fixpoint reify (A: typ) : (forall w, R w A -> nf w A) :=
match A return (forall w, R w A -> nf w A) with

| base => fun _ v => nf_ne v
| arrow A1 A2 A3 A4 => fun w v =>

nf_LamShift (v (arrow A2 A3 A3 A3 :: A1 :: w) A4
(lew_trans (lew_cons (arrow A2 A3 A3 A3) (lew_cons A1 (lew_refl w)))

(lew_refl (arrow A2 A3 A3 A3 :: A1 :: w)))
(reflect (ne_Wkn (arrow A2 A3 A3 A3) (ne_Hyp w A1)))
(fun w2 _ (H: arrow A2 A3 A3 A3 :: A1 :: w <== w2) v1 k2 =>
nf_ne (ne_LetApp (wkn_ne H (ne_Hyp (A1 :: w) (arrow A2 A3 A3 A3)))

(reify A2 w2 v1)
(k2 (A3 :: w2) (lew_cons A3 (lew_refl w2))

(reflect (ne_Hyp w2 A3)))))
(fun w2 _ (v2: R w2 A4) => reify A4 w2 v2))

end
with reflect (A: typ) : forall w, ne w A -> R w A :=
match A return (forall w, ne w A -> R w A) with

| base => fun _ e => e
| arrow A1 A2 A3 A4 => fun w e =>

fun w1 _ (H: w <== w1) v1 k1 k2 =>
nf_ne (ne_LetReset (nex_LetApp (nex_ne (wkn_ne H e) A4) (reify A1 w1 v1)

(k1 (A2 :: w1) A3 (lew_cons A2 (lew_refl w1))
(reflect (ne_Hyp w1 A2))
(fun w3 _ (X2: R w3 A3) => reify A3 w3 X2)))

(k2 (A4 :: w1) (lew_cons A4 (lew_refl w1))
(reflect (ne_Hyp w1 A4))))

end.

図 4.11: λ
S/R
cbv の抽出されたTDPE (reify/reflect)

に対応する 2CPS インタプリタに通し，2CPS における内部表現を得てから，それを reify に渡

す格好になる．reify に渡す内部表現は 2CPS になるが，最終的に得られる結果は shift/reset を

含んだ直接形式であり，結果が 2CPS になってしまうことはない．

4.5 関連研究

TDPEの定義は非常に単純であるが，その正しさを示すのは簡単でない．Filinski [15] はCBNと

CBVそれぞれのTDPEの正当性を表示的意味論とKripke論理関係を用いて示し，さらにそれを

任意のmonadic effectを持つ体系を対象とする様拡張している [16]．その論文 [16] では計算順序

を保存する為の let-insertionを含めて証明がなされている．又，Fiore [17] は圏論的かつ代数的観

点からTDPEを研究しており，同様のアプローチを用いてBalatら [4] は sum型を持つTDPEを

定義している．

本章の証明の足がかりを与えたのは Ilik の仕事である [18, 19]．まず初めに Coquand [10]に
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よって，Kripkeモデルの推論規則に対する completenessの証明と λ計算における normalization

by evaluationとが対応し得ることが示され，Ilikはその研究を基に，Kripkeモデルを構成し com-

pletenessの証明からTDPEを抽出するという着想を為した．彼はKripke モデルが直観主義論理，

さらには古典論理に対して完全であることを示し，その証明が TDPE に対応していることを示

した．そしてそれを発展させて shift/reset に対する TDPE も得ている [20]．

本章と Ilikの研究 [18, 19, 20]で異なる点は以下の如くである．まず，shift/resetなしのCBVの

TDPEの抽出については，TDPE抽出のために使用するKripkeモデルの forcingの定義が大きく

異なっている．本章で定義した（CBVの）forcingの構造はA ⇒ ∀T.(B ⇒ T ) ⇒ T という一

般的なCPSの形をしているが，Ilikによる forcingの構造は (∀T.(A ⇒ T ) ⇒ T ) ⇒ ∀T ′.

(B ⇒ T ′) ⇒ T ′となっており，これは一般的なCPSの形とは異なる．従って導出されるTDPE

の構造も，本章とは異なるものとなっている．次に shift/reset付きのTDPEの抽出に関してだが，

Ilikの定義する shift/reset 付き λ計算は論理学に基づいて考えられているもので，アンサータイ

プが固定されている上に，resetの持つ型が atomic typeのみに限定されている．一方で，本章で使

用した型システムは，通常扱われるDanvyによって提案された型システムに準拠した定義となっ

ている．Kripkeモデルにおける forcingについては，本章で shift/reset付TDPEの抽出に用いた

forcingの構造は 2CPSの形をしているが，Ilikの forcingの構造は 1CPSの形になっており，結果

として得られたTDPEプログラムは，本研究と Ilikでは全く異なるものとなっている．彼の証明

は Coq で定式化されているものの，証明の抽出は手で行なわれている．さらに彼の論文 [20] に

は，抽出したTDPEから得られた部分評価結果の例が載っているが，Kameyamaら [22] の公理

系において同じとは認められないものが出てきているなど不可解な点がある．本章は，Ilik の仕

事をプログラミング言語の立場から従来の shift/reset で再構築したものと考えることができる．

より理論的な TDPE に関する研究としては，Fiore [17] による圏論をベースとした意味論の構

築，Balat ら [4] による sum 型をサポートしたものなどがあげられる．また，より実際的な方向

性として Lindley [23] は SML.NET の中間言語のコンパイラとして TDPE を使っている．

4.6 まとめ

本章では，各種の TDPE を Kripke モデルの推論規則に対する completeness の証明から抽出

した．証明は完全に Coq で定式化されており，Danvy オリジナルの CBN TDPE だけでなく，
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let-insertionを行う CBV TDPE，さらに shift/resetを扱える TDPEについても定式化した．Coq

による証明は複雑になりがちだが，本章で紹介している証明は簡潔であり，証明を表す項はその

まま TDPE のプログラムと解釈できるレベルである．

抽出された TDPE のプログラムは，それ自体，興味深い格好をしている．特に，fresh な変数

を生成する際には，持ち歩いている環境と重ならなければ大丈夫であることが理解できる．これ

まで fresh な変数を生成するには，グローバルなカウンタを用意するなどの方法がとられていた

が，それとは別のアプローチを示唆するものとなっている．又，本章で行った簡潔な形でのTDPE

抽出は，他のシステムにおいてTDPEを構築する際にも役に立つと思われる．実際，5章におい

てはKripkeモデルを使用していないものの，本章と類似の手順を踏むことでTDPEを得ること

が出来る．TDPEプログラムにおいて static/dynamicな shift/reset を複雑に使うようになると，

CPS変換を行って static な shift/resetのみを取り除く作業も複雑になり，間違いも入りやすくな

る．しかし，一度，このような形で TDPE を構築できることがわかると，逆に証明から正しい

TDPEの形を割り出すことが出来るようになってくると思われる．本章では 3 つの体系の TDPE

を抽出したが，それらは論理述語の定義を除くととても似た形をしていることがわかる．
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第5章 PHOASを用いたTDPEの抽出と正
当性の証明

本章ではPHOASを用いてCBN，CBV，Tsushimaらの shift/reset付きCBVそれぞれのTDPE

を抽出し，さらに各 TDPEが，その実行において入力値の意味を変えない即ち正当性定理を満

たすことを証明する．TDPEの抽出までは 4章と同じ流れとなっていることに注意したい．又，

CBNとCBVのTDPEの正当性定理の証明は，Filinski [15] の証明を参考にしており，特にCBN

のTDPEの正当性定理証明に関しては Filinskiの証明と同じものとなっている．以下，本章にて

定義するCBN，CBV，shift/reset付きCBVの λ計算をそれぞれΛcbn，Λcbv，Λ
S/R
cbv と書くことと

する．

5.1 Call-by-nameのTDPEの正当性証明

本節ではCBNのTDPEの正当性を示す．まずはΛcbnを定義する．

5.1.1 Λcbnの定式化

まず，型と termを以下の如くに定義する．

type : typ 3 A,B := base | arrow(A,B)

pre-term : tm V A 3 t := var(x) | lam(λx.t) | app(t1, t2)

term : TM(A) 3 T := λV .t : tm V A

ここでは termをWashburnら [27]の提案したparametric higher-order abstract syntax（PHOAS）

を用いて定義している．V は typ → ∗型の関数であれば何でも良い．ここで ∗は typよりもメタ

な型を表す．（つまり typ : ∗であり，Coqでは Typeに相当する．）typ型を持つのは baseもしくは

関数型を表す arrow( , )のみである．var(x)は（束縛）変数を表す．var(x)と lam(λx.t)で使われ

ている xと λx....は，以下本章においては static termにおける（つまりメタ言語における）変数
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と λ抽象（無名関数）を表す．故に上では便宜上 var(x)も独立して表記しているが，本研究では

メタ言語Coqを用いて定式化しているため，実際は λ抽象を表す lam(λx.t) の tの内部にしか登

場し得ない．つまりΛcbnでは closed termのみしか作り得ない．（Λcbv，Λ
S/R
cbv でも同様である．）そ

して変数の型は必ず V に typ型の式を渡して得られる値（つまり V(A)）となっている，つまり

（HOASと異なり）変数の型が関数Vによってパラメータ化されている．Coqでは自身が negative

に登場するような再帰的定義は行えない為，HOASは定式化出来ない．しかしPHOASを用いた

上の定義においては，Vが tmに置換され得ないが故に tmの定義において tm自身が negativeに

登場することがないため，Coqで定式化することが出来る．

上の表記を用いると，例えば恒等関数は

λV .lam(λx.var(x))，

3章の表記で書く所の λx.(λy.y) @ x は

λV.lam(λx.app(lam(λy.var(y)), var(x)))，

Sコンビネータは

λV .lam(λx.lam(λy.lam(λz.app(app(var(x), var(z)), app(var(y), var(z))))))

とそれぞれ書ける．しかし上述の如く，本章では closed term以外は定義出来ないので，例えば

λV.app(var(x), var(y))といった式は書けない．

又，tは必ず以下の型を持つものと定める．

tm V : typ → ∗
var : ∀{A : typ},V(A) → tm V A

lam : ∀{A : typ},∀{B : typ}, (V(A) → tm V B) → tm V arrow(A,B)

app : ∀{A : typ},∀{B : typ}, tm V arrow(A,B) → tm V A → tm V B

ここで {A : typ}等 {}で囲われている引数は，他の引数から推論可能な式であるため，tを書く際

には記述を省いて構わないものとする．以降，本論文では termや定理の定義にて，他の式から推

論可能な引数を記号 {}を用いて表し，{}で囲われた引数は，termや定理を実際に使用する際に

は記述を省略するものとする．（それ故，上述の tの定義において型の記述を省いていた．）

Coqで termを定義する際は，この型に関する記述そのままの形で定式化が行える：
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Inductive tm (var: typ -> Type) : typ -> Type :=

| tm_Var : forall A, var A -> tm var A

| tm_Lam : forall A B, (var A -> tm var B) -> tm var (arrow A B)

| tm_App : forall A B, tm var (arrow A B) -> tm var A -> tm var B.

Definition TM A := forall var, tm var A.

この tmと TM Aが受け取っている引数 varが，関数 V を表している．又，Coqで termを記述す

る際，以下のように予め implicit arguments（明示せずとも他から推論可能な引数）を宣言して

おくことで，var，A，Bを省略することが出来る．

Arguments tm_Var [var A] _.

Arguments tm_Lam [var A B] _.

Arguments tm_App [var A B] _ _.

以上の定義により，例えば上の例で挙げた恒等関数と λx.(λy.y) @ x，そして Sコンビネータを以

下のようにCoqで記述することが出来る．

Example TM_id: TM (arrow base base) := fun var =>

tm_Lam (fun x => tm_Var x).

Example TM_id’: TM (arrow base base) := fun var =>

tm_Lam (fun x => tm_App (tm_Lam (fun y => tm_Var y)) (tm_Var x)).

Example TM_s:

TM (arrow (arrow base (arrow base base))

(arrow (arrow base base) (arrow base base))) := fun var =>

tm_Lam (fun x => tm_Lam (fun y => tm_Lam (fun z =>

tm_App (tm_App (tm_Var x) (tm_Var z)) (tm_App (tm_Var y) (tm_Var z))))).

TDPEが出力するのは βη-long normal formであるため，4章と同じく normal formと neutral

termを定義する必要がある．ここではPHOASを使って以下の如くに normal form，neutral term

を定義する．
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nf V A 3 nf := lam(λx.nf) | nf_ne(ne)

ne V A 3 ne := var(x) | app(ne, nf)

normal form : NF(A) 3 Nf := λV .nf : nf V A

neutral term : NE(A) 3 Ne := λV .ne : ne V A

nf V : typ → ∗
lam : ∀{A : typ},∀{B : typ}, (V(A) → nf V B ) → nf V arrow(A,B)

nf_ne : ne V base → nf V base

ne V : typ → ∗
var : ∀{A : typ},V(A) → ne V A

app : ∀{A : typ},∀{B : typ}, ne V arrow(A,B) → nf V A → ne V B

nf は base型の neであるか（識別子 nf_ne( )で表す），body部分が nf となっている λ抽象のど

ちらかである．nf となり得る neは必ず base型を持つ様制限してあるので，上の定義で作られ

る正規形は βη-long normal formとなる．又，neは変数であるか，変数を nf で呼び出した形の

applicationであり，先頭の変数を λ抽象に置換しない限り，これ以上簡約出来ない式となってい

る．この定義の場合，例えば恒等関数は λV .lam(λx.nf_ne(var(x)))と書ける．上の定義そのまま

に，Coqでは以下の如くに normal form，neutral term，そして恒等関数を定義出来る．

Inductive nf (var: typ -> Type) : typ -> Type :=

| nf_Lam : forall A B, (var A -> nf var B) -> nf var (arrow A B)

| nf_ne : ne var base -> nf var base

with ne (var: typ -> Type) : typ -> Type :=

| ne_Var : forall A, var A -> ne var A

| ne_App : forall A B, ne var (arrow A B) -> nf var A -> ne var B.

Arguments nf_Lam [var A B] _.

Arguments nf_ne [var] _.

Arguments ne_Var [var A] _.

Arguments ne_App [var A B] _ _.

Definition NF A := forall var, nf var A.

Definition NE A := forall var, ne var A.



第 5章 PHOASを用いたTDPEの抽出と正当性の証明 53

Example NF_id : NF (arrow base base) := fun var =>

nf_Lam (fun x => nf_ne (ne_Var x)).

以下の tm_of_nf( )，tm_of_ne( )はnf : nf V A とne : ne V Aそれぞれを，対応する e : tm V A

へと変換する関数である．

tm_of_nf( ) : ∀{V},∀{A}, nf V A → tm V A

tm_of_nf(lam(λx.nf)) = lam(λx′.tm_of_nf((λx.nf)x′))

tm_of_nf(nf_ne(ne)) = tm_of_ne(ne)

tm_of_ne( ) : ∀{V},∀{A}, ne V A → tm V A

tm_of_ne(var(x)) = var(x)

tm_of_ne(app(ne, nf)) = app(tm_of_ne(ne), tm_of_nf(nf))

これら関数はCoqでは以下の様に定義出来る．

Fixpoint tm_of_nf {var A} (f: nf var A) : tm var A :=

match f with

| nf_Lam _ _ f’ => tm_Lam (fun x => tm_of_nf (f’ x))

| nf_ne e’ => tm_of_ne e’

end

with tm_of_ne {var A} (e: ne var A) : tm var A :=

match e with

| ne_Var _ x => tm_Var x

| ne_App _ _ e’ f’ => tm_App (tm_of_ne e’) (tm_of_nf f’)

end.

5.1.2 Soundness

型に関する semanticsは以下の論理関係 V によって定義されるが，この論理関係が 4章における

（λcbnの）|= に相当している．|= と異なる点は，world を引数として持たず，base型における

semantics b でパラメータ化されているところである．

V b base ⇐⇒ b

V b arrow(A,B) ⇐⇒ V b A ⇒ V b B
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arrow(A,B)のケースにおける式 (V b A ⇒ V b B)は，V b A型の式を受け取って V b B型の式

を返す（Coq上の）staticな関数の型となっている．Coqでは V を以下の如くに Fixpointを使っ

て定義出来る：

Fixpoint V b (A: typ) : Type := match A with

| base => b

| arrow A B => V b A -> V b B

end.

そして λcbnの場合と同様にして，V を用いて soundness定理を定義することが出来る．

定理 13 (Soundness, Λcbn).

∀b,∀{A}, tm (V b) A ⇒ V b A

この soundness定理が意味する所は，どんな bが与えられても，もしAが型付け規則（tm が相

当している）から導出可能であるならば，semanticsにおいてAは真であるということである．こ

の定理は（4章と同様，）tm (V b) Aに関する帰納法を用いることにより簡単に証明することが出

来る．

この soundness定理はA型の term tの semanticsを定義しており，実際，この定理のproof term

は以下の DS インタプリタとなっている：

Fixpoint soundness b {A} (t: tm (V b) A) : V b A :=

match t with

| tm_Var _ x => x

| tm_Lam _ _ t1 => fun x => soundness b (t1 x)

| tm_App _ _ t1 t2 => (soundness b t1) (soundness b t2)

end.

A型の typing derivation t が与えられると，soundness関数は tをCoqのコードにコンパイルし

た結果を返す．λcbnで定義した soundness関数のときと同じく，メタ言語であるCoqが一般の β

簡約を許している為，上の soundness関数も又，call-by-nameのインタプリタになっているが，
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このインタプリタが call-by-nameとなっているそもそもの原因は，V の arrow(A,B)のケースに

おける定義がCoqの関数型そのものとなっていることにある．

TM(A)型の term T のためのインタプリタ soundness2は，soundness関数を使って以下の如く

に定義出来る．

soundness2 b T := soundness b (T (V b))

上の関数は，Coqではそのまま以下のように定義される．

Definition soundness2 b {A} (T: TM A) := soundness b (T (V b)).

5.1.3 Completeness

semantics V における completeness定理は以下の如く定める．

定理 14 (Completeness (reify/reflect), Λcbn).

∀V ,∀A, (i) V (ne V base) A ⇒ nf V A

(ii) ne V A ⇒ V (ne V base) A

4章と比較して，使っている論理関係（semantics）が異なる以外は同様の形をしており，この定

理の proof termが reify/reflectそのものとなり得る点も 4章と同じである．証明は型Aの帰納法

を用いて行えるが，以下の様に直接 completeness（reify/reflect）の proof termを定義することも

出来る：

Fixpoint reify (var: typ -> Type) (A: typ) :=

match A return V (ne var base) A -> nf var A with

| base => fun v => nf_ne v

| arrow A B => fun v =>

nf_Lam (fun x => reify var B (v (reflect var A (ne_Var x))))

end

with reflect (var: typ -> Type) (A: typ) :=

match A return ne var A -> V (ne var base) A with

| base => fun e => e

| arrow A B => fun e v => reflect var B (ne_App e (reify var A v))

end.
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上の定義をみると，図 3.1のDanvyの定義と全く同一となっていることが分かる．Danvyの定義

においてオーバーラインを付けて表されていた termがメタ言語であるCoqのコードとして，ア

ンダーラインで表されていた termはデータ型としてそれぞれ表されている．

図 3.1の x�は freshな変数である．freshな変数をとってくるという操作を正しく行う為に，4章

のλcbnにおける reify/reflect関数では環境 worldを常に持ち歩き，環境を実際に使う際には定

義時と呼び出し時の間にどれ位のずれがあるかを示す必要があった．しかし上の定義ではPHOAS

を用いているおかげで，freshな変数を全く簡単に生成している．nf_Lamには変数 xで束縛され

たCoqの（staticな）関数 (fun x => ...)が渡されているが，この変数 xが freshであることは

メタ言語であるCoqによって保証されている．

A型の term T の正規形を得るには，まず Tを soundness2関数に（但し，引数 bには任意の var

における ne var baseを代入する）渡して，Tの semanticsを得る．そしてその結果を Aと var

と共に reify関数に渡して実行することによって Tの正規形が得られる．

上の reify/reflectの定義（と定理 14）をみると，V の引数 bには ne V baseを代入している

が，これは V の base caseにおいては bがそのまま返ってくることを考えれば当然である．reify

は入力された式の型が baseだった場合には，その式が既に正規形になっていると判断してそのま

ま返すので，bが normal form以外のものが来ては正常に動作しないであろうことは明らかであ

る．（neutral termは normal formの部分集合であるので，bに nf V base でなく ne V baseを代入

しても問題ない．）reificationが行われる際，base型の valueは neutral termとして実行されるが，

Filinskiはこれを residualizing interpretationと呼んでいる [15]．又，reifyとは逆に soundness

関数にはどんな bがきても構わない．Filinski [15] は soundness関数を evaluating interpretation

と呼んでいる．

上で定義した term TM_id’ を使ってTDPEの実行例を示す．（既に説明した通り，この termは

λx.(λy.y) @ xを表している．又，この termはTM(arrow(base, base))型を持つ．）以下にもう一度

定義を載せる．

Example TM_id’: TM (arrow base base) := fun var =>

tm_Lam (fun x => tm_App (tm_Lam (fun y => tm_Var y)) (tm_Var x)).

この termの normal formを得るには，任意の varにおいて，

Axiom var: typ -> Type.
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以下の如くに実行すれば良い：

Eval compute in

(reify var (arrow base base) (soundness2 (ne var base) TM_id’)).

= nf_Lam (fun x : var base => nf_ne (ne_Var x))

: nf var (arrow base base)

λ抽象の body部分が簡約され，normal form λx. xが得られている．又，TM_id’は型が明示的に

定義されているので，reifyに渡す型と soundnessに渡す bを省いて記述しても，Coqが勝手に

型推論を行ってくれるので実行が可能である：

Eval compute in (reify var _ (soundness2 _ TM_id’)).

= nf_Lam (fun x : var base => nf_ne (ne_Var x))

: nf var (arrow base base)

もう一つTDPEの実行例を示す． λx.λy.(λz.z) @ (x @ y) は，CBNのTDPEにおいては関数の

bodyが簡約されて，λx.λy.x @ yが得られるはずである．評価前の式はCoqで以下のように定義

出来る．

Example TM_t : TM (arrow (arrow base base) (arrow base base)) := fun var =>

tm_Lam (fun x => tm_Lam (fun y =>

tm_App (tm_Lam (fun z => tm_Var z)) (tm_App (tm_Var x) (tm_Var y)))).

この式をTDPEに渡して実行すると，実際に λx.λy.x @ y即ち本節の表記における

lam(λx.lam(λy.nf_ne(app(var(x), var(y)))))が得られる：

Eval compute in (reify var _ (soundness2 _ TM_t)).

= nf_Lam (fun x : var (arrow base base) =>

nf_Lam (fun x0 : var base =>

nf_ne (ne_App (ne_Var x) (nf_ne (ne_Var x0)))))

: nf var (arrow (arrow base base) (arrow base base))
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5.1.4 正当性定理の証明

前節にて reify関数が completeness定理の proof termであることを示したが，これはTDPEの正

当性（つまり，TDPEの実行前後で semanticsが変化しない）を直接示したことにはなっていな

い．A型を持つ normal formを導出しても，それが soundness関数を使って V (ne V base) Aに変

換する前の dynamic termを簡約して得られる normal formとなっているかは completeness定理

の定義において問題としていないからである．この節では論理関係を用いてTDPEの正当性を証

明する．

まずは二項関係を二つ定義する：

interp_nf : ∀b,∀{A}, nf (V b) A → V b A → Prop

interp_nf b f v ⇐⇒ soundness b (tm_of_nf(f)) = v

interp_ne : ∀b,∀{A}, ne (V b) A → V b A → Prop

interp_ne b e v ⇐⇒ soundness b (tm_of_ne(e)) = v

interp_nf b f v は，normal form f が value v へと評価されることを意味している．同様に，

interp_ne b e vは，neutral term e が value v へと評価されることを意味する．Propは命題論

理の型を表しており，Coqにおいても同じ名前 Propが使われている．（Propは propositionから

名付けられている．）

本節の目的は，以下の正当性定理を証明することにある．

定理 15 (Correctness, Λcbn).

∀b,∀A, ∀(T : TM(A)),

interp_nf b (reify (V b) A (soundness2 (ne (V b) base) T ))

(soundness2 b T )

term T に型が付いているならば，そのTDPE結果も元の T と同じ振る舞いをする，つまり同じ

semanticsを持っているはずである．上の正当性定理において soundness2が二カ所に登場してい

るが，二番目の引数には同じ T が与えられているにも関わらず，第一引数にはそれぞれ異なる式

（(ne (V b) base)と b）が与えられていることに注意したい．これは base型のケースにおいて

それぞれ異なる実行を行う為であり，特に前者は実行結果を reify（この関数では，baseケース

においては neutral termとして実行される必要がある）に渡す必要があるためである．（言い換え

れば，T は前者においては residualizing interpretationを行う必要がある．）
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この正当性定理を証明する為には，論理関係を用いる必要がある．論理関係Rは reification-time

value e と run-time value vが以下の如くに関係付いていることを定義している：

R : ∀b,∀A, V (ne (V b) base) A → V b A → ∗
R b base e v ⇐⇒ interp_ne b e v

R b arrow(A,B) e v ⇐⇒ ∀e′, ∀v′, R b A e′ v′ ⇒ R b B (e e′) (v v′)

この論理関係は型（typ）に関する帰納法を用いて定義されている．型が baseのケースでは，入

力値 eが vへと評価されるならば，eと vは Rで関係付いていることを意味している．前述した

ように baseのケースにおいては，eは neutral termであるので，reification時には簡約が行われ

ないことに注意したい．そして型が関数型の場合には，関係付いている term e′と v′をそれぞれ e

と vに渡した式同士が関係付いているならば，eと vも Rで関係付いていることを意味している．

定義を比較すると分かるように，論理関係 R b A e vは V (ne (V b) base) Aに，eが vに評価さ

れるという情報を加えた定義となっている．Coqでは，Rは 4章の |= と同じく Fixpointを使っ

て定義される：

Fixpoint R b (A: typ) :=

match A return V (ne (V b) base) A -> V b A -> Type with

| base => fun e v => interp_ne b e v

| arrow A B => fun e v => forall e’ v’, R b A e’ v’ -> R b B (e e’) (v v’)

end.

正当性定理を証明するには補題を用いる必要がある．その内の二つは completeness定理とRの

関係に対する補題である：
定理 16 (reify_R/reflect_R, Λcbn).

(reify_R) ∀b,∀A, ∀v,∀f, R b A v f ⇒ interp_nf b (reify (V b) A v) f

(reflect_R) ∀b,∀A, ∀e, ∀v, interp_ne b e v ⇒ R b A (reflect (V b) A e) v

この補題は completeness定理を拡張したものであり，termの実行に関する情報が与えられてい

る．例えば，reify_Rは vと vに reificationを行った式は共に同じ value f へと評価されることを

表す補題である．reflect_Rも同様である．これら補題の証明は completeness定理と同様の流れ

で（型Aに関する帰納法を用いることによって）行うことが出来る．注意しなくてはならないの

は，termの構成を把握しておかなくてはいけないことと，interp_nfと interp_neが互いに影

響し合っている点である．この補題を証明する為に，以下の諸補題を使用する．
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補題 8 (interp_nf_ne, Λcbn).

∀b,∀e, ∀v, interp_ne b e v ⇒ interp_nf b nf_ne(e) v

補題 9 (interp_nf_Lam, Λcbn).

∀b, ∀f, ∀v, (∀v′, interp_nf b (f v′) (v v′)) ⇒ interp_nf b lam(f) v

補題 10 (interp_ne_Var, Λcbn).

∀b,∀v, interp_ne b var(v) v

補題 11 (interp_ne_App, Λcbn).

∀b,∀e, ∀e′, ∀f, ∀f ′, interp_ne b e e′ ⇒ interp_nf b f f ′ ⇒ interp_ne b app(e, f) (e′ f ′)

これら四つの補題は式を展開すれば簡単に証明することが出来る．これらは PHOASの term

を，first-orderで定義しているかの如くに扱う為のものである．二番目の補題 interp_nf_Lamで

は，PHOASで定義したλ抽象がどのように interp_nfで関係付いているかを示している．ここで

interp_nf_Lamの証明について留意すべきことは，Coqで証明する際に tactic extensionality

を使う必要があることである．何故ならば，extensionalityは二つの（Coqの）関数が等しいこ

とを示すために使う tacticであるが，この tacticを使う必要が生じるのは，λ抽象をPHOASで表

しているが故に，Coqの関数が定義に使われているからである．interp_nf_Lamは，reify_Rの

型がA = arrow(A,B)のケースにおける証明において使われる．vが f へと評価される（つまり，

R b A v f が成立する）とき，vの reificationが行われた式は f そのものへと評価されるのではな

く，引数を渡されたときに f と同じ振る舞いをする．故に soundness定理や completeness定理の

証明では必要ないにも関わらず，TDPEの正当性定理をCoqで証明する為には，extensionality

tactic が必要となる．

正当性定理を証明する為には，さらに以下の論理関係 Rの成立に関する補題が必要となる．

補題 12 (main, Λcbn).

∀b,∀A, ∀(T : TM(A)), R b A (soundness2 (ne (V b) base) T ) (soundness2 b T )

この補題は，A型を持つ dynamic term T に対して reificationを行って得られた valueと standard

interpretationを行って得られた valueが Rで関係付いていることを意味している．この補題が証

明出来れば，正当性定理は単に補題を二つ適用するだけで証明出来る：
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Proof. intros. apply reify_R. apply main. Qed.

しかし一見すると，mainはCoqでは証明出来ないように思える．証明は T の構造に関する帰納

法を用いて行いたいが，T は PHOASで定義されているため，V でパラメータ化されており，帰

納的構造をしていない．故に帰納法が使えるようにするためには，まず T の定義を展開する必要

がある．補題 mainの soundness2関数を展開することによって，以下の式が得られる：

R b A (soundness (ne (V b) base) (T (V (ne (V b) base))))

(soundness b (T (V b)))

ここで，T が TM(A)型を持つならば，(T (V (ne (V b) base)))と (T (V b))はそれぞれ

tm (V (ne (V b) base)) A型と tm (V b) A型を持ち，共に帰納的構造をしている．この二つの term

は base typeの interpretationを除けば全く同一の形をしている．この性質を前提条件として得ら

れるように，mainを修正した補題を定義する：

補題 13 (main’, Λcbn).

∀b,∀A, ∀t1,∀t2,

related_term b t1 t2 ⇒ R b A (soundness (ne (V b) base) t1) (soundness b t2)

この補題で使われている論理関係 related_termは，以下の如くに定義される：

related_term : ∀b,∀{A},
tm (V (ne (V b) base)) A → tm (V b) A → ∗

related_term b var(v) var(v′) ⇐⇒ R b A v v′

related_term b lam(t) lam(t′) ⇐⇒ ∀v, ∀v′, R b A v v′ ⇒ related_term b (t v) (t′ v′)

related_term b app(t1, t2) app(t′1, t
′
2) ⇐⇒ related_term b t1 t′1 ∧ related_term b t2 t′2

related_term b t1 t2は，二つの式 t1と t2が同じ構造をしており，それぞれの sub termについても

適切な関係が成立していることを意味している．補題 main’は，related_term b t1 t2に関する帰

納法を用いることによって証明することが出来る．related_termは，Coqでは Inductiveコマン

ドを用いて以下の如くに定義される：

Inductive related_term b : forall {A},

tm (V (ne (V b) base)) A -> tm (V b) A -> Type :=

| related_Var : forall A (v: V (ne (V b) base) A) (v’: V b A),

R b A v v’ -> related_term b (tm_Var v) (tm_Var v’)
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| related_Lam : forall A B

(t: V (ne (V b) base) A -> tm (V (ne (V b) base)) B)

(t’: V b A -> tm (V b) B),

(forall v v’, R b A v v’ -> related_term b (t v) (t’ v’)) ->

related_term b (tm_Lam t) (tm_Lam t’)

| related_App : forall A B (t1: tm (V (ne (V b) base)) (arrow A B))

(t1’: tm (V b) (arrow A B)) t2 t2’,

related_term b t1 t1’ -> related_term b t2 t2’ ->

related_term b (tm_App t1 t2) (tm_App t1’ t2’).

以下の性質が成り立つならば，main’を使って簡単に mainが証明出来る．この性質は，同じ

term T を異なるインタプリタに通しても，それぞれで得られた式同士には related_termの関係が

成立していることを表している．

性質 1.

∀b,∀T, related_term b (T (V ne (V b) base)) (T (V b))

この性質は，related_termの定義を考えれば簡単に証明出来るように思えるが，実際にはCoqで

証明することは出来ない．何故なら termの定義に higher-orderを用いている為，T に関して場

合分けを行いたくとも，T は（staticな，つまり本研究ではメタ言語Coqの）関数である為，そ

れは叶わない．Coqで証明を行う代わりに，次節で手作業の証明を示す．正当性証明をCoqで定

式化する際には，上の性質は（成立するものと仮定して）公理として定義する．（Chlipala [8] も，

PHOASを用いたCPS変換の正当性を証明する際に，類似の性質を公理として仮定している．）

5.1.5 性質の証明

この節では，前節で定義した性質 1を手作業で証明する．手順としては，まず性質 1を open term

に関して一般化した定理を証明し，そしてその定理の系として性質 1を示す．

型の付いている term T はそれぞれA1, ..., An型を持つ自由変数 x1, ..., xnを含む，つまり，sub

term var(xi)を含んでいるとする．（ここで xiはメタ言語Coqの自由変数であるとする．）T [ti/xi]

は，T の中の xiを tiに置換した式を表す．以下が，open termについて一般化した定理である：
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定理 17. 各 iについて R b Ai ti t′iが成り立つならば，以下の式が成立する．

related_term b (T [ti/xi] (ne (V b) base)) (T [t′i/xi] (V b))

Proof. T の構造に関する帰納法を用いる．本証明では，メタ言語（Coq）が変数名の衝突を自動

的に避けてくれることを利用する．

(T = λV .var(xi)) 証明したい式は以下．

related_term b ((λV .var(ti)) (ne (V b) base))

((λV.var(t′i)) (V b))

この式は以下の式に簡約出来る：

related_term b (var(ti)) (var(t′i))

related_termの定義から，R b Ai ti t′iを証明する必要があるが，この式は既に仮定として成

立している．

(T = λV .lam(λx.t)) 証明したい式は以下．

related_term b ((λV.lam(λx.t[ti/xi])) (ne (V b) base))

((λV .lam(λx.t[t′i/xi])) (V b))

この式は以下の式に変形出来る：

related_term b (lam(λx.((λV .t[ti/xi]) (ne (V b) base))))

(lam(λx.((λV .t[t′i/xi]) (V b))))

related_termの定義により，A型を持ち R b A t t′を満たす任意の tと t′について，

related_term b ((λx.((λV .t[ti/xi]) (ne (V b) base))) t)

((λV .((λV .t[t′i/xi]) (V b))) t′)

が成立することを示さなくてはならない．この式は以下に簡約出来る：

related_term b ((λV .t[ti/xi, t/x]) (ne (V b) base))

((λV .t[t′i/xi, t
′/x]) (V b))

この式は帰納法の仮定により成立する．
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(T = λV .app(t1, t2)) 証明したい式は以下．

related_term b ((λV .app(t1[ti/xi], t2[ti/xi])) (ne (V b) base))

((λV .app(t1[t
′
i/xi], t2[t

′
i/xi])) (V b))

この式は以下の式に変形出来る：

related_term b (app(((λV .t1[ti/xi]) (ne (V b) base)), ((λV .t2[ti/xi]) (ne (V b) base))))

(app(((λV .t1[t
′
i/xi]) (V b)), ((λV .t2[t

′
i/xi]) (V b))))

related_termの定義により，以下の二式が成立することを示さなくてはならない．

related_term b ((λV.t1[ti/xi]) (ne (V b) base))

((λV .t1[t
′
i/xi]) (V b))

related_term b ((λV.t2[ti/xi]) (ne (V b) base))

((λV .t2[t
′
i/xi]) (V b))

両式共に，帰納法の仮定により成立する．

T はメタ言語Coqの関数であるため，上の証明における T の構造に関する場合分けは，恐らくは

そうなるだろうと予想されるものの，本当に正しい場合分けであるという保証はない．故に，厳

密にいえば上の証明は完全ではない．証明を完全なものにするために，場合分けの正しさを証明

したいが，本研究ではどのような方法をとれば良いのか未だ分かっていない．

上の定理を T が closedである（つまり，n = 0）場合に限定することによって，前節で示した

かった以下の系を得ることが出来る．

系 2. 任意の closed term Tについて, 以下の式が成立する．

related_term b (T (V ne (V b) base)) (T (V b))

よって，上の系をCoqで以下の如くに公理として仮定することが出来る．この公理は補題 main

を証明するために使われる．

Axiom T_related: forall b A (T: TM A),

related_term b (T (V (ne (V b) base))) (T (V b)).
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5.2 Call-by-valueのTDPEの正当性証明

本節では CBVの TDPEにおける正当性を示す．4章と同じく，本節の定式化は前節の定式化を

CPS変換することによって行う．正当性定理の証明自体は Filinski [15, 16] の証明を参考にして

行っている．まずは PHOASを用いたCBVの λ計算（Λcbv）を定義する．

5.2.1 Λcbvの定式化

型と termは以下の如く定義する．型はΛcbnと同じであるが，termは valueをきちんと区別する．

valueを区別する必要があるのは，本当にTDPEがCBVになっているのか（言い換えると，β簡

約が行われる際の関数に渡される引数が valueになっているか）に関しても正当性定理の中で示

す必要があるからである．

type : typ 3 A,B := base | arrow(A,B)

pre-value : vl V A 3 v := var(x) | lam(λx.t)

pre-term : tm V A 3 t := val(v) | app(t1, t2)

value : VL(A) 3 V l := λV .v : vl V A

term : TM(A) 3 Tm := λV .t : tm V A

valueは変数または λ抽象，termは valueである（識別子 val( )で表す）か applicationのどちら

かである．Λcbnと同じくPHOASで定義している為，定義出来る term（と value）は closed term

のみである．例えば恒等関数と value λx.(λy.y) @ x は，上の定義を使うとそれぞれ以下の如くに

書ける：

λV .lam(λx.val(var(x)))

λV .lam(λx.app(val(lam(λy.val(var(y)))), val(var(x))))

これら valueは，Coqにおいてはそれぞれ以下の如くに定義出来る：

Example VL_id : VL (arrow base base) := fun var =>

vl_Lam (fun x => tm_Val (vl_Var x)).

Example VL_id’: VL (arrow base base) := fun var =>

vl_Lam (fun x => tm_App (tm_Val (vl_Lam (fun y => (tm_Val (vl_Var y)))))

(tm_Val (vl_Var x))).
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又，各 v，tは必ず以下の型を持つとする：

vl V : typ → ∗
var : ∀{A : typ},V(A) → vl V A

lam : ∀{A : typ},∀{B : typ}, (V(A) → tm V B) → vl V arrow(A,B)

tm V : typ → ∗
val : ∀{A : typ}, vl V A → tm V A

app : ∀{A : typ},∀{B : typ}, tm V arrow(A,B) → tm V A → tm V B

ここでも，t，vを記述する際，型に関する記述は省略していることに注意したい．

次に正規形を定義する．ここではFilinski [16] に倣い，normal valueと normal computationに

よって正規形を定義する．

nv V A 3 nv := var(x) | lam(λx.nc)

nc V A 3 nc := nc_nv(nv) | let_app(x, nv, λy.nc)

normal value : NV(A) 3 Nv := λV .nv : nv V A

normal computation : NC(A) 3 Nc := λV .nc : nc V A

nv V : typ → ∗
var : ∀{A : typ},V(A) → nv V A

lam : ∀{A : typ},∀{B : typ}, (V(A) → nc V B) → nv V arrow(A,B)

ne V : typ → ∗
nc_nv : ∀{A : typ}, nv V A → nc V A

let_app : ∀{A : typ},∀{B : typ},∀{C : typ},
V(arrow(A,B)) → nv V A → (V(B) → nc V C) → nc V C

名前の通り，normal valueがこれ以上（λ抽象の body部分も含めて）簡約出来ない value，nor-

mal computationがこれ以上実行を進められない termを意味している．let_app(x, nv, λy.nc)は

app(var(x), nv)を変数 yで束縛して ncを実行する let式であり，つまり変数を正規形で呼び出し

た（これ以上実行を進められない）applicationを，let文で残している．この式の意味は termの

定義における app(lam(λy.nc), app(var(x), nv))と同じであるが，4章で let文を導入したときと同

じく，見やすさのために導入している．そして以下は normal value，normal computationを，そ

れぞれ対応する value，termに変換する関数である：
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vl_of_nv( ) : ∀{V},∀{A}, nv V A → vl V A

vl_of_nv(var(x)) = var(x)

vl_of_nv(lam(λx.nc)) = lam(λx′.tm_of_nc((λx.nc)x′))

tm_of_nc( ) : ∀{V},∀{A}, nc V A → tm V A

tm_of_nc(nc_nv(nv)) = val(vl_of_nv(nv))

tm_of_nc(let_app(x, nv, λy.nc)) = app(val(lam(λx′.tm_of_nc((λy.nc) x′))),

app(val(var(x)), val(vl_of_nv(nv))))

5.2.2 Soundness/completeness

本節では型に関する二種類の semanticsを使用する．Vs が standard interpretationに対応する

semanticsを定義する論理関係，Vrが residualing interpretationに対応する semanticsを定義する

論理関係である．

Vs b V base ⇐⇒ b V base

Vs b V arrow(A,B) ⇐⇒ Vs b V A ⇒ (Vs b V B ⇒ nat) ⇒ nat

Vr V base ⇐⇒ nv V base

Vr V arrow(A,B) ⇐⇒ Vr V A ⇒ ∀D, (Vr V B ⇒ nc V D) ⇒ nc V D

両定義共に arrow(A,B)のケースの定義がCPSとなっているが，特に Vrが 4章の λcbvで使用した

論理関係 |= に対応している．Vsの定義は本来ならば answer typeに任意の型が入るようにした

いところであるが，そうすると answer typeに自分自身が入り得るため，Coqでは定義出来ない．

故にここでは Vsの answer typeを暫定的に natに固定している．（natでなく bool等の別の型に置

き換えても構わない．）

Vsと Vrについて，それぞれ以下の soundness定理が成立する．証明は共に前件部に関する帰納

法を用いることによって簡単に示せる．

定理 18 (Soundness, Vs, Λcbv).

(soundness_s_tm) ∀V ,∀{A},∀{b}, tm (Vs b V) A ⇒ (Vs b V A ⇒ nat) ⇒ nat

(soundness_s_vl) ∀V ,∀{A},∀{b}, vl (Vs b V) A ⇒ Vs b V A

定理 19 (Soundness, Vr, Λcbv).

(soundness_r_tm) ∀V ,∀{A}, tm (Vr V) A ⇒ ∀D, (Vr V A ⇒ nc V D) ⇒ nc V D

(soundness_r_vl) ∀V ,∀{A}, vl (Vr V) A ⇒ Vr V A



第 5章 PHOASを用いたTDPEの抽出と正当性の証明 68

定理 18，定理 19のproof termがそれぞれ standard interpreter，residualizing interpreterとなっ

ている：

Fixpoint soundness_s_tm var {A b} (e: tm (Vs b var) A)

: (Vs b var A -> nat) -> nat :=

match e with

| tm_Val _ v => fun k => k (soundness_s_vl var v)

| tm_App _ _ e1 e2 => fun k =>

soundness_s_tm var e1 (fun x1 =>

soundness_s_tm var e2 (fun x2 =>

x1 x2 k))

end

with soundness_s_vl var {A b} (e: vl (Vs b var) A) : Vs b var A :=

match e with

| vl_Var _ v => v

| vl_Lam _ _ t => fun x k => soundness_s_tm var (t x) k

end.

Fixpoint soundness_r_tm var {A} (e: tm (Vr var) A)

: forall D, (Vr var A -> nc var D) -> nc var D :=

match e with

| tm_Val _ v => fun _ k => k (soundness_r_vl var v)

| tm_App _ _ e1 e2 => fun _ k =>

soundness_r_tm var e1 _ (fun x1 =>

soundness_r_tm var e2 _ (fun x2 =>

x1 x2 _ k))

end

with soundness_r_vl var {A} (e: vl (Vr var) A) : Vr var A :=

match e with

| vl_Var _ v => v
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| vl_Lam _ _ t => fun x _ k => soundness_r_tm var (t x) _ k

end.

これら関数を使って，termと valueにおける各 interpretationは以下の如くに定義出来る：

Definition soundness_s_TM {A b} var (T: TM A) :=

soundness_s_tm var (T (Vs b var)).

Definition soundness_s_VL {A b} var (T: VL A) :=

soundness_s_vl var (T (Vs b var)).

Definition soundness_r_TM {A} var (T: TM A) :=

soundness_r_tm var (T (Vr var)).

Definition soundness_r_VL {A} var (T: VL A) :=

soundness_r_vl var (T (Vr var)).

Vrについて，（Λcbvの，つまりCBVの）reify/reflectとCurry Howard同型の completeness定理

が成立する．定理の形自体は，前節と同じである．

定理 20 (Completeness (reify/reflect), Λcbv).

∀V , ∀A, (i) Vr V A ⇒ nv V A

(ii) V(A) ⇒ Vr V A

この completeness定理の証明から，以下の reify/reflect関数が抽出できる．

Fixpoint reify (var: typ -> Type) (A: typ) :=

match A return Vr var A -> nv var A with

| base => fun v => v

| arrow A B => fun v =>

nv_Lam (fun x => v (reflect var A x) B (fun x’ => nc_nv (reify var B x’)))

end

with reflect (var: typ -> Type) (A: typ) :=

match A return var A -> Vr var A with

| base => fun e => nv_Var e

| arrow A B => fun e v _ k =>
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nc_LetApp e (reify var A v) (fun g => k (reflect var B g))

end.

比較すれば，PHOASで定義している為に reify/reflect関数の引数として var（V）を受け取る必

要があること以外は，図 3.3と正に同じプログラムになっていることが分かる．

本節で得られたCBVのTDPEの実行例を示す．まず，CBNのTDPEの実行例で用いた λx.(λy.y) @ x

と λx.λy.(λz.z) @ (x @ y) を表す式は，それぞれ本節では以下のごとく定義出来る：

Example VL_id’: VL (arrow base base) := fun var =>

vl_Lam (fun x => tm_App (tm_Val (vl_Lam (fun y => (tm_Val (vl_Var y)))))

(tm_Val (vl_Var x))).

Example VL_t : VL (arrow (arrow base base) (arrow base base)) := fun var =>

vl_Lam (fun x => tm_Val (vl_Lam (fun y =>

tm_App (tm_Val (vl_Lam (fun z => tm_Val (vl_Var z))))

(tm_App (tm_Val (vl_Var x)) (tm_Val (vl_Var y)))))).

そして，これらの式をTDPEで実行する．つまり，residualizing interpreterであるsoundness_r_VL

に上の式を渡して，対応する semanticsへと変換し，その結果を reify関数に渡して実行する．す

ると，それぞれ以下の結果が得られる：

Eval compute in (reify var _ (soundness_r_VL _ VL_id’)).

= nv_Lam (fun x : var base => nc_nv (nv_Var x))

: nv var (arrow base base)

Eval compute in (reify var _ (soundness_r_VL _ VL_t)).

= nv_Lam (fun x : var (arrow base base) =>

nc_nv

(nv_Lam (fun x0 : var base =>

nc_LetApp x (nv_Var x0)
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(fun g : var base => nc_nv (nv_Var g)))))

: nv var (arrow (arrow base base) (arrow base base))

前者は前節の実行例同様，恒等関数へと部分評価されている．後者は前節と異なり，application

の引数部分が valueになっていないため，関数の bodyは簡約されず，application (x @ y) を let文

で残した式 λx.λy.let z = x @ y in z（= λx.λy.(λz.z) @ (x @ y)）が実行結果として得られている．

5.2.3 正当性定理の証明

上述の reify/reflect関数が実行前後で termの semanticsを変化させないことを示すために，Λcbn

のケースと同様にして二項関係を nvと ncのそれぞれに対して定義する：

interp_nv : ∀b,∀V , ∀{A}, nv (Vs b V) A → Vs b V A → Prop

interp_nv b V nv v ⇐⇒ soundness_s_vl V (vl_of_nv(nv)) = v

interp_nc : ∀b,∀V , ∀{A}, nc (Vs b V) A → ((Vs b V A → nat) → nat) → Prop

interp_nc b V nc v ⇐⇒ soundness_s_tm V (tm_of_nc(nc)) =v

ここで注意すべきは，interp_nvが受け取る vの型は（受け取る nvが nv (Vs b V) A型を持つと

き）Vs b V Aである一方で，interp_ncが受け取る vの型は（受け取る ncが nc (Vs b V) A型を

持つとき）((Vs b V A → nat) → nat)とCPSになっている点である．

この interp_nvを用いて正当性定理が以下のように定義出来る：

定理 21 (Correctness, Λcbv).

∀b,∀V ,∀A, ∀(V l : VL(A)),

interp_nv b V (reify (Vs b V) A (soundness_r_VL (Vs b V) V l))

(soundness_s_VL V V l)

正当性定理の証明の手順はΛcbnのときと同じである．まず，reification-time value eと run-time

value v の関係性を表す論理関係 Rを定義する．Λcbn のときと同様，Rの定義は，residualizing

interpretationに対応している Vsに「eが vに評価される」という情報を加えて拡張したものと捉

えることが出来る．
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R : ∀b,∀V , ∀A, Vr (Vs b V) A → Vs b V A → ∗
R b V base e v ⇐⇒ interp_nv b V e v

R b V arrow(A, B) e v ⇐⇒ ∀e′, ∀a′, R b V A e′ a′ ⇒ ∀D,

∀(k : Vr (Vs b V) B → nc (Vs b V) D),

∀(k′ : Vs b V B → (Vs b V D → nat) → nat),

(∀e′′, ∀a′′, R b V e′′ a′′ ⇒ interp_nc b V (k e′′) (λc. k′ a′′ c)) ⇒
interp_nc b V (e e′ D k) (λc. v a′ (λx. k′ x c))

この論理関係は，前節と同様の性質が成り立つ：
定理 22 (reify_R/reflect_R, Λcbv).

(reify_R) ∀b, ∀V ,∀A, ∀v, ∀f, R b V A v f ⇒ interp_nv b V (reify (Vs b V) A v) f

(reflect_R) ∀b, ∀V ,∀A, ∀x, ∀v, interp_nv b V var(x) v ⇒ R b V A (reflect (Vs b V) A x) v

使っている論理関係の定義が異なるだけで，形自体は定理 16と同様である．この定理は，以下

の諸補題を使えば，completeness定理の証明と同じストーリーで証明が出来る．これら諸補題は，

展開すれば簡単に成立を示すことが出来る．
補題 14 (interp_nc_nv, Λcbv).

∀b,∀V ,∀e, ∀v, interp_nv b V e v ⇒ interp_nc b V nc_nv(e) (λc. c v)

補題 15 (interp_nv_Lam, Λcbv).

∀b,∀V , ∀f, ∀v, (∀x, interp_nc b V (f x) (v x)) ⇒ interp_nv b V lam(f) v

補題 16 (interp_nv_Var, Λcbv).

∀b, ∀V ,∀v, interp_nv b V var(v) v

補題 17 (interp_nc_LetApp, Λcbv).

∀b,∀V , ∀x, ∀v, interp_nv b V var(x) v ⇒
∀e, ∀a, interp_nv b V e a ⇒
∀f, ∀f ′, (∀x′, ∀v′, interp_nv b V var(x′) v′ ⇒ interp_nc b V (f x′) (λc. f ′ c v′)) ⇒
interp_nc b V let_app(x, e, f) (λc. v a (f ′ c))

reify_Rを用いて正当性定理を示すには，やはり以下の補題が成立している必要がある：

補題 18 (main, Λcbv).

∀b,∀V , ∀A, ∀(V l : VL(A)),

R b V A (soundness_r_VL (Vs b V) V l)

(soundness_s_VL V V l)
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前節で定義した mainの term T 同様，ここで使われている V lは PHOASで定義されている．故

に V lはVでパラメータ化されており，V l自身に対して帰納法を用いることが出来ない．その為，

本節でも mainを修正した補題を作る必要がある．以下がその補題である：

補題 19 (main’_vl/main’_tm, Λcbv).

(main’_vl) ∀b,∀V , ∀A, ∀v1, ∀v2,

related_vl b V v1 v2 ⇒
R b V A (soundness_r_vl (Vs b V) v1) (soundness_s_vl V v2)

(main’_tm) ∀b,∀V , ∀A, ∀t1,∀t2,

related_tm b V t1 t2 ⇒
∀D, ∀k, ∀k′,

(∀e, ∀a, R b V A e a ⇒ interp_nc b V (k e) (λc. k′ c a)) ⇒
interp_nc b V (soundness_r_tm (Vs b V) t1 D k) (λc. soundness_s_tm V t2 (k′ c))

main を示す為に使うのは main’_vlであるが，この補題を証明するには main’_tmと連立させる

必要がある．related_tmは前節と同じく，二つの pre-termが同じ構造をしており，かつそれぞれ

の sub termについても適切な関係が成立していることを表す論理関係である．但し，本節では

pre-termを pre-valueを用いて定義しているため，pre-valueに関しても同様の論理関係を定義す

る必要がある．それが related_vlである．これら二つの論理関係は以下の如く相互再帰的に定義

される：

related_vl : ∀b,∀V , ∀{A},
vl (Vr (Vs b V)) A → vl (Vs b V) A → ∗

related_vl b V var(v) var(v′) ⇐⇒ R b V A v v′

related_vl b V lam(t) lam(t′) ⇐⇒ ∀v,∀v′, R b V A v v′ ⇒ related_tm b V (t v) (t′ v′)

related_tm : ∀b,∀V , ∀{A},
tm (Vr (Vs b V)) A → tm (Vs b V) A → ∗

related_tm b V val(v) val(v′) ⇐⇒ related_vl b V v v′

related_tm b V app(t1, t2) app(t′1, t
′
2) ⇐⇒ related_tm b V t1 t′1 ∧ related_tm b V t2 t′2

related_vlと related_tmについて以下の性質が成立するならば，main’_vlから mainが証明出来

るので，正当性定理が成立することになる．

公理 3 (Vr_related/T_related, Λcbv).

(Vr_related) ∀b,∀V ,∀V l, related_vl b V (V l (Vr (Vs b V))) (V l (Vs b V))

(T_related) ∀b,∀V ,∀Tm, related_tm b V (Tm (Vr (Vs b V))) (Tm (Vs b V))
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上記性質は，前節と同様にして手作業での証明を行うことが出来る．しかし，やはり higher-order

を用いて valueと termを定義しているために，V lと Tmについて場合分けを行うことが出来な

いため，Coqで証明することは出来ない．そのため，ここでも公理として定義している．

5.3 Shift/reset付きcall-by-valueのTDPEの正当性証明

本節ではTsushimaらの shift/reset付きCBVのTDPEの正当性を示す．4章では λ
S/R
cbv における

TDPEの抽出を，λcbvの定式化を 2CPSに拡張することによって行った．本節も同様に，Λcbvの

定式化を 2CPSに拡張することによって，Λ
S/R
cbv におけるTDPEの抽出及び正当性の証明を行う．

5.3.1 Λ
S/R
cbv の定式化

まずは shift/reset付きCBVの λ計算（Λ
S/R
cbv ）を定義する．

type : typ 3 A,B, c, d := base | A/c → B/d

pre-value : vl V A 3 v := var(x) | lam(λx.t)

pre-term : tm V A c d 3 t := val(v) | app(t1, t2) | shift(λk.t) | reset(t)

value : VL(A) 3 V l := λV .v : vl V A

term : TM(A, c, d) 3 Tm := λV .t : tm V A c d

PHOASを用いて定義していること以外，基本的には λ
S/R
cbv と同じであるが，Λcbvのケースと同様

の理由により，上の定義においても termと valueを区別している．valueは変数又はλ抽象のどち

らかであり，termは valueであるか，又は application，shift，resetのいずれかである．又，value

は pureであり，termは impureである．そのため，TM( , , ), VL( ), tm, vlで指定する型は，VL( )

と vlでは（項自身の）型だけ指定すれば良いが，TM( , , )と tmでは項の持つ型の他，その項を

実行することによってアンサータイプが何から何に変わるかも記述する必要があるため，三つの

型が渡される必要がある．例えば，TM(A, c, d)型を持つ termは，その termの型自体はA型であ

り，その termを実行するとアンサータイプが cから dに変化することを意味する．tm V A c d型

についても同様である．継続を取得する命令である shift( )に関しては，lam( )と同じくPHOAS

で定義されているため，受け取る式はメタ言語（本研究ではCoq）の関数となっていることに注

意したい．valueと termは必ず以下の型を持つものとする：



第 5章 PHOASを用いたTDPEの抽出と正当性の証明 75

vl V : typ → ∗
var : ∀{A : typ},V(A) → vl V A

lam : ∀{A : typ},∀{B : typ},∀{c : typ}, ∀{d : typ},
(V(A) → tm V B c d) → vl V A/c → B/d

tm V : typ → typ → typ → ∗
val : ∀{A : typ},∀{c : typ}, vl V A → tm V A c c

app : ∀{A : typ},∀{a : typ},∀{b : typ}∀{c : typ}, ∀{d : typ},
tm V c/a → A/b r d → tm V c b r → tm V A a d

shift : ∀{A : typ},∀{a : typ},∀{r : typ}, ∀{b : typ},∀{c : typ},
(V(A/r → a/r) → tm V c c b) → tm V A a b

reset : ∀{A : typ},∀{a : typ},∀{r : typ}, tm V a a A → tm V A r r

次にnormal value，normal computationを定義する．termは impureだが，normal value，normal

computationは全て pureであることに注意したい．

nv V A 3 nv := var(x) | lam_shift(λx.λk. nc)

nc V A 3 nc := nc_nv(nv) | let_reset_app(x, nv, λy.nc)

| let_reset_let_app(x, nv, λy.nc1, λz.nc2)

normal value : NV(A) 3 Nv := λV .nv : nv V A

normal computation : NC(A) 3 Nc := λV .nc : nc V A

lam_shift( )は λ抽象の真下に shiftが入っている項を表しており，上図の xが λ抽象によって束縛

されている変数，kが shiftによって束縛されている変数を表す．例えば3章の定義を使って書ける式

λx.Sk.xは，上の定義を使えば lam_shift(λx.λk. nc_nv(var(x)))と書ける．又，let_reset_app(x, nv, λy.nc)

は reset(app(var(x), nv))を変数yで束縛してncを実行する let式である．同様に let_reset_let_app(x, nv, λy.nc1, λz.nc2)

は，app(var(x), nv)を変数 yで束縛して nc1を実行する let式が resetで囲われた式を，変数 zで

束縛して nc2を実行するような let式である．又，nv, ncは以下の型を持つと定める．
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nv V : typ → ∗
var : ∀{A : typ},V(A) → nv V A

lam_shift : ∀{A : typ},∀{B : typ},∀{a : typ},∀{b : typ},
(V(A) → V(B/a → a/a) → nc V B) →
nv V A/a → B/b

ne V : typ → ∗
nc_nv : ∀{A : typ}, nv V A → nc V A

let_reset_app : ∀{A : typ},∀{c′ : typ},∀{c : typ},
V(c′/c → c/c) → nv V c′ →
(V(c) → nc V A) → nc V A

let_reset_let_app : ∀{c′ : typ}, ∀{c : typ},∀{a′ : typ}, ∀{r : typ}, ∀{A : typ},
V(c′/a′ → c/r) → nv V c′ →
(V(c) → nc V a′) → (V(r) → nc V A) → nc V A

normal value，normal computationをvalueと termにそれぞれ変換する関数vl_of_nv( )，tm_of_nc( )

は以下のごとくに相互再帰的に定義される：

vl_of_nv( ) : ∀{V}, ∀{A}, nv V A → vl V A

vl_of_nv(var(x)) = var(x)

vl_of_nv(lam_shift(λx.λk. nc)) = lam(λx′.shift(λk′.tm_of_nc((λx.λk. nc) x′ k′)))

tm_of_nc( ) : ∀{V}, ∀{A}, nc V A → ∀{r}, tm V A r r

tm_of_nc(nc_nv(nv)) = val(vl_of_nv(nv))

tm_of_nc(let_reset_app(x, nv, λy.nc)) = app(val(lam(λx′.tm_of_nc((λy.nc) x′))),

reset(app(val(var(x)), val(vl_of_nv(nv)))))

tm_of_nc(let_reset_let_app(x, nv, f, g)) = app(val(lam(λx′.tm_of_nc(g x′))),

reset(app(val(lam(λx′.tm_of_nc(f x′))),

app(val(var(x)), val(vl_of_nv(nv))))))

5.3.2 Soundness/completeness

型に関する standard semanticsを定義する論理関係 Vsと，型に関する residualizing semanticsを

定義する論理関係 Vrはそれぞれ以下の如くに定義する．どちらも，Λcbvで定義した Vsと Vrをそ

れぞれCPSから 2CPSにそのまま拡張した定義となっている．又，Vrは 4章で定義した λ
S/R
cbv に

おける論理関係 |= に対応している．
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Vs b V base ⇐⇒ b V base

Vs b V A/c → B/d ⇐⇒ Vs b V A ⇒
(Vs b V B ⇒ (Vs b V c ⇒ nat) ⇒ nat) ⇒
(Vs b V d ⇒ nat) ⇒ nat

Vr V base ⇐⇒ nv V base

Vr V A/c → B/d ⇐⇒ Vr V A ⇒
(Vr V B ⇒ ∀D, (Vr V c ⇒ nc V D) ⇒ nc V D) ⇒
∀D′, (Vr V d ⇒ nc V D′) ⇒ nc V D′

Vs の (Vs b V B ⇒ (Vs b V c ⇒ nat) ⇒ nat)と Vr の (Vr V B ⇒ ∀D, (Vr V c ⇒ nc V D)

⇒ nc V D)が継続，(Vs b V d ⇒ nat)と (Vr V d ⇒ nc V D′)がメタ継続となっている．

上のそれぞれの論理関係について，以下の soundness定理が成立する：

定理 23 (Soundness, Vs, Λ
S/R
cbv ).

(soundness_s_tm) ∀V , ∀b,∀A, ∀c,∀d, tm (Vs b V) A c d ⇒
(Vs b V A ⇒ (Vs b V c ⇒ nat) ⇒ nat) ⇒
(Vs b V d ⇒ nat) ⇒ nat

(soundness_s_vl) ∀V , ∀b,∀A, vl (Vs b V) A ⇒ Vs b V A

定理 24 (Soundness, Vr, Λ
S/R
cbv ).

(soundness_r_tm) ∀V , ∀A, ∀c,∀d, tm (Vr V) A c d ⇒
(Vr V A ⇒ ∀D, (Vr V c ⇒ nc V D) ⇒ nc V D) ⇒
∀D′, (Vr V d ⇒ nc V D′) ⇒ nc V D′

(soundness_r_vl) ∀V , ∀A, vl (Vr V) A ⇒ Vr V A

どちらの定理も，定理 18・定理 19と比較して，前半部の定義が 2CPSの形に拡張されている．こ

れら定理の proof termが図 5.1の諸インタプリタである．

termとvalueのためのインタプリタは，それぞれ図 5.1の関数を使って以下のように定義出来る：

Definition soundness_s_TM {A c d b} var (T: TM A c d) :=

soundness_s_tm var (T (Vs b var)).

Definition soundness_s_VL {A b} var (T: VL A) :=

soundness_s_vl var (T (Vs b var)).
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Fixpoint soundness_s_tm var {A c d b} (e: tm (Vs b var) A c d)
: (Vs b var A -> (Vs b var c -> nat) -> nat) ->

(Vs b var d -> nat) -> nat :=
match e with

| tm_App _ _ _ _ _ _ t1 t2 => fun k1 k2 =>
soundness_s_tm var t1 (fun h5 h6 =>
soundness_s_tm var t2 (fun h7 h8 => h5 h7 k1 h8) h6) k2

| tm_Shift _ _ _ _ _ t => fun k1 k2 =>
soundness_s_tm var (t (fun h3 h4 h5 => k1 h3 (fun h6 => h4 h6 h5)))
(fun h8 h9 => h9 h8) k2

| tm_Reset _ _ _ t => fun k1 k2 =>
soundness_s_tm var t (fun h4 h5 => h5 h4) (fun h6 => k1 h6 k2)

| tm_Val _ _ v => fun k1 k2 => k1 (soundness_s_vl var v) k2
end

with soundness_s_vl var {A b} (e: vl (Vs b var) A) : Vs b var A :=
match e with

| vl_Var _ v => v
| vl_Lam _ _ _ _ t => fun x k1 k2 => soundness_s_tm var (t x) k1 k2
end.

Fixpoint soundness_r_tm var {A c d} (e: tm (Vr var) A c d)
: (Vr var A -> forall D, (Vr var c -> nc var D) -> nc var D) ->

forall D’, (Vr var d -> nc var D’) -> nc var D’ :=
match e with

| tm_App _ _ _ _ _ _ t1 t2 => fun k1 D’ k2 =>
soundness_r_tm var t1 (fun h5 D h6 =>
soundness_r_tm var t2 (fun h7 D’’ h8 => h5 h7 k1 D’’ h8) D h6) D’ k2

| tm_Shift _ _ _ _ _ t => fun k1 D’ k2 =>
soundness_r_tm var (t (fun h3 h4 D h5 => k1 h3 D (fun h6 => h4 h6 D h5)))
(fun h8 D h9 => h9 h8) D’ k2

| tm_Reset _ _ _ t => fun k1 D’ k2 =>
soundness_r_tm var t (fun h4 D h5 => h5 h4) D’ (fun h6 => k1 h6 D’ k2)

| tm_Val _ _ v => fun k1 D’ k2 => k1 (soundness_r_vl var v) D’ k2
end

with soundness_r_vl var {A} (e: vl (Vr var) A) : Vr var A :=
match e with

| vl_Var _ v => v
| vl_Lam _ _ _ _ t => fun x k1 D’ k2 => soundness_r_tm var (t x) k1 D’ k2
end.

図 5.1: Λ
S/R
cbv の抽出されたインタプリタ
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Definition soundness_r_TM {A c d} var (T: TM A c d) :=

soundness_r_tm var (T (Vr var)).

Definition soundness_r_VL {A} var (T: VL A) :=

soundness_r_vl var (T (Vr var)).

次に Vrを用いて reify/reflectを抽出する．Λ
S/R
cbv における reify/reflectとCurry Howard同型の

completeness定理は，前節までと同一の形をしている：

定理 25 (Completeness (reify/reflect), Λ
S/R
cbv ).

∀V , ∀A, (i) Vr V A ⇒ nv V A

(ii) V(A) ⇒ Vr V A

このcompleteness定理のproof termとなっている reify/reflect関数が，図5.2である．nv_LamShift，

nc_LetResetApp，nc_LetResetLetAppがそれぞれ lam_shift，let_reset_app，let_reset_let_appを

表している．図 3.5と比較して，見るからに同一の定義となっていることが分かる．

以上により，shift/reset付きCBVのTDPEが得られた．このTDPEの実行例を示す．まずは

λx.(λy.y) @ xに対応する式を定義する．

Example VL_id’: VL (arrow base base base base) := fun var =>

vl_Lam (fun x => tm_App (tm_Val (vl_Lam (fun y => (tm_Val (vl_Var y)))))

(tm_Val (vl_Var x))).

この式を本節で得られたTDPEにかけると，以下の答えが得られる：

Eval compute in (reify var _ (soundness_r_VL _ VL_id’)).

= nv_LamShift (fun (x1 : var base) (k1 : var (arrow base base base base)) =>

nc_LetResetApp k1 (nv_Var x1)

(fun g : var base => nc_nv (nv_Var g)))

: nv var (arrow base base base base)

この実行結果を 3章の表記に直すと，λx1.Sk1.let g = 〈k1 @ x1〉 in gとなる．この式は，(λy.y) @ x

を β簡約して得られる変数 xを変数名 x1に付け替え，さらに，x1を shiftが取ってくる継続 k1に

渡した application（を resetで括った式）を，let文で残している．故に，正しく元の式の部分評

価結果が得られている．
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Fixpoint reify (var: typ -> Type) (A: typ) :=

match A return Vr var A -> nv var A with

| base => fun v => v

| arrow A1 A2 A3 A4 => fun v =>

nv_LamShift (fun x1 k1 =>

v (reflect var A1 x1)

(fun v1 D k2 => nc_LetResetApp k1 (reify var A2 v1)

(fun g => k2 (reflect var A3 g)))

A4

(fun v2 => nc_nv (reify var A4 v2)))

end

with reflect (var: typ -> Type) (A: typ) :=

match A return var A -> Vr var A with

| base => fun e => nv_Var e

| arrow A1 A2 A3 A4 => fun e v1 k1 D k2 =>

nc_LetResetLetApp e

(reify var A1 v1)

(fun x1 => k1 (reflect var A2 x1) A3

(fun v2 => nc_nv (reify var A3 v2)))

(fun g => k2 (reflect var A4 g))

end.

図 5.2: Λ
S/R
cbv の抽出された reify/reflect関数

もう一つ，shift/resetを用いた実行例を示す．例えば λx.〈Sk.k @ x〉 をTDPEで実行すること

を考える．この式を部分評価する場合，resetの真下に shiftが来ているため，shiftで束縛されて

いる変数 kには恒等関数が代入される．故に k @ xは xへと評価される．よってTDPE実行結果

は上の例と同じ式 λx1.Sk1.let g = 〈k1 @ x1〉 in gになる筈である．λx.〈Sk.k @ x〉は以下のごとく

定義出来る：

Example VL_id’2 : VL (arrow base base base base) := fun var =>

vl_Lam (fun x =>

tm_Reset (tm_Shift (fun k =>

tm_App (tm_Val (vl_Var k)) (tm_Val (vl_Var x))))).

この式のTDPE実行結果が以下であり，正しい答えが得られていることが分かる：

Eval compute in (reify var _ (soundness_r_VL _ VL_id’2)).
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= nv_LamShift (fun (x1 : var base) (k1 : var (arrow base base base base)) =>

nc_LetResetApp k1 (nv_Var x1)

(fun g : var base => nc_nv (nv_Var g)))

: nv var (arrow base base base base)

5.3.3 正当性定理の証明

TDPEの正当性定理の証明は，証明に使用する諸々の道具が 2CPSに拡張されているだけで，手

順は前節までと同様である．まずは正当性定理の定義に用いる述語，interp_nvと interp_ncを

定義する：

interp_nv : ∀b,∀V , ∀{A}, nv (Vs b V) A → Vs b V A → Prop

interp_nv b V nv v ⇐⇒ soundness_s_vl V (vl_of_nv(nv)) = v

interp_nc : ∀b,∀V , ∀{A},∀r, nc (Vs b V) A →
((Vs b V A → (Vs b V r → nat) → nat) →
(Vs b V r → nat) → nat) → Prop

interp_nc b V r nc v ⇐⇒ soundness_s_tm V (tm_of_nc(nc)) =v

Λcbvにて定義したときとの違いは，interp_ncが受け取る vが 2CPSの形をしており，新たに継

続が返す型 rも interp_ncが引数として受け取っている点である．

正当性定理に関しては，前節までと同一の定義の形をしている：

定理 26 (Correctness, Λ
S/R
cbv ).

∀b,∀V ,∀A, ∀(V l : VL(A)),

interp_nv b V (reify (Vs b V) A (soundness_r_VL (Vs b V) V l))

(soundness_s_VL V V l)

正当性定理の証明に必要となる論理関係 Rは，Λcbvで定義した Rを 2CPSに対応する形で拡張
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することによって定義される：

R : ∀b,∀V , ∀A, Vr (Vs b V) A → Vs b V A → ∗
R b V base e v ⇐⇒ interp_nv b V e v

R b V A/c → B/d e v ⇐⇒ ∀e1,∀a1, R b V A e1 a1 ⇒
∀(k1 : Vr (Vs b V) B → ∀D, (Vr (Vs b V) c → nc (Vs b V) D) →

nc (Vs b V) D),

∀(k′
1 : Vs b V B → (Vs b V c → (Vs b V c → nat) → nat) →

(Vs b V c → nat) → nat),

(∀e2,∀a2, R b V B e2 a2 ⇒ ∀D, ∀k3,∀k′
3,

(∀e3,∀a3, ∀r, R b V c e3 a3 ⇒
interp_nc b V r (k3 e3) (λk.λk′.k′

3 a3 (λv.k v k′))) ⇒ ∀r,

interp_nc b V r (k1 e2 D k3)

(λk.λk′. k′
1 a2 id (λv.k′

3 v (λv′.k v′k′)))) ⇒
∀D′,

∀(k2 : Vr (Vs b V) d → nc (Vs b V) D′,

∀(k′
2 : Vs b V d → (Vs b V D′ → nat) → nat),

(∀e4,∀a4, ∀r, R b V d e4 a4 ⇒
interp_nc b V r (k2 e4) (λk.λk′. k′

2 a4 (λv.k v k′))) ⇒ ∀r,

interp_nc b V r (e e1 k1 D′ k2)

(λk.λk′.v a1 (λx.λf.k′
1 x id f)

(λx.k′
2 x (λv.k v k′)))

ここで登場している idは 2CPSにおける恒等関数を表しており，id = λx.λf.f xである．又，

A/c → B/dのケースにおける式の二行目から六行目が継続，八行目と九行目がメタ継続に対応す

る式となっている．Λcbvで定義した R同様，上の論理関係についても以下の定理が成立する：

定理 27 (reify_R/reflect_R, Λ
S/R
cbv ).

(reify_R) ∀b, ∀V ,∀A, ∀v, ∀f, R b V A v f ⇒ interp_nv b V (reify (Vs b V) A v) f

(reflect_R) ∀b, ∀V ,∀A, ∀x, ∀v, interp_nv b V var(x) v ⇒ R b V A (reflect (Vs b V) A x) v

この定理を証明する際に使用した諸補題が以下となる．（これら諸補題は，Λcbn，Λcbvのケース同

様，展開すれば簡単に証明可能である．）

補題 20 (interp_nc_nv, Λ
S/R
cbv ).

∀b,∀V ,∀e, ∀v, interp_nv b V e v ⇒ ∀r, interp_nc b V r nc_nv(e) (λk.λk′. k v k′)

補題 21 (interp_nv_LamShift, Λ
S/R
cbv ).

∀b,∀V ,∀f, ∀v,

(∀x,∀y,∀r, interp_nc b V r (f x y) (λk.λk′. v x (λx′. λf.y x′ id f)(λx′. k x′ k′))) ⇒
interp_nv b V lam_shift(f) v
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補題 22 (interp_nv_Var, Λ
S/R
cbv ).

∀b,∀V ,∀v, interp_nv b V var(v) v

補題 23 (interp_nc_LetResetApp, Λ
S/R
cbv ).

∀b,∀V , ∀x,∀x′, interp_nv b V var(x) x′ ⇒
∀e, ∀e′, interp_nv b V e e′ ⇒ ∀f, ∀f ′,

(∀y,∀y′,∀r, interp_nv b V var(y) y′ ⇒ interp_nc b V r (f y) (λk.λk′. f ′ y′ (λv.k v k′))) ⇒
∀r, interp_nc b V r let_reset_app(x, e, f) (λk.λk′. x′ e′ id (λv. f ′ v (λv′. k v′ k′)))

補題 24 (interp_nc_LetResetLetApp, Λ
S/R
cbv ).

∀b,∀V , ∀x,∀x′, interp_nv b V var(x) x′ ⇒
∀e, ∀e′, interp_nv b V e e′ ⇒
∀f, ∀f ′,

(∀y,∀y′,∀r, interp_nv b V var(y) y′ ⇒ interp_nc b V r (f y) (λk.λk′. f ′ y′ (λv.k v k′))) ⇒
∀g, ∀g′,

(∀z, ∀z′, ∀r, interp_nv b V var(z) z′ ⇒ interp_nc b V r (g z) (λk.λk′. g′ z′ (λv.k v k′))) ⇒
∀r, interp_nc b V r let_reset_let_app(x, e, f, g) (λk.λk′. x′ e′ f ′ (λx. g′ x (λv′. k v′ k′)))

そして補題 25を使うことによって，補題 26が証明出来る．

補題 25 (main’_vl/main’_tm, Λ
S/R
cbv ).

(main’_vl) ∀b,∀V ,∀A, ∀v1,∀v2,

related_vl b V v1 v2 ⇒
R b V A (soundness_r_vl (Vs b V) v1) (soundness_s_vl V v2)

(main’_tm) ∀b,∀V ,∀B, ∀c,∀d, ∀t1,∀t2,

related_tm b V t1 t2 ⇒
∀k1,∀k′

1,

(∀e2,∀a2, R b V B e2 a2 ⇒ ∀D, ∀k3, ∀k′
3,

(∀e3, ∀a3,∀r, R b V c e3 a3 ⇒
interp_nc b V r (k3 e3) (λk.λk′.k′

3 a3 (λv.k v k′))) ⇒ ∀r,

interp_nc b V r (k1 e2 D k3)

(λk.λk′. k′
1 a2 id (λv.k′

3 v (λv′.k v′k′)))) ⇒
∀D′,∀k2, ∀k′

2,

(∀e4,∀a4,∀r, R b V d e4 a4 ⇒
interp_nc b V r (k2 e4) (λk.λk′. k′

2 a4 (λv.k v k′))) ⇒ ∀r,

interp_nc b V r (soundness_r_tm (Vs b V) t1 k1 D′ k2)

(λk.λk′.soundness_s_tm V t2 (λx.λf.k′
1 x id f)

(λx.k′
2 x (λv.k v k′)))
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補題 26 (main, Λ
S/R
cbv ).

∀b,∀V ,∀A, ∀(V l : VL(A)),

R b V A (soundness_r_VL (Vs b V) V l) (soundness_s_VL V V l)

補題 25で使用している related_vlと related_tmは，前節の定義に shift( )と reset( )のケースを

追加したのみで，後は全く同じ定義となっている：

related_vl : ∀b,∀V , ∀{A},
vl (Vr (Vs b V)) A → vl (Vs b V) A → ∗

related_vl b V var(v) var(v′) ⇐⇒ R b V A v v′

related_vl b V lam(t) lam(t′) ⇐⇒ ∀v,∀v′, R b V A v v′ ⇒ related_tm b V (t v) (t′ v′)

related_tm : ∀b,∀V , ∀{A},
tm (Vr (Vs b V)) A → tm (Vs b V) A → ∗

related_tm b V val(v) val(v′) ⇐⇒ related_vl b V v v′

related_tm b V app(t1, t2) app(t′1, t
′
2) ⇐⇒ related_tm b V t1 t′1 ∧ related_tm b V t2 t′2

related_tm b V shift(t) shift(t′) ⇐⇒ ∀v,∀v′, R b V (A/c → c/c) v v′ ⇒
related_tm b V (t v) (t′ v′)

related_tm b V reset(t) reset(t′) ⇐⇒ related_tm b V t t′

前節までと同様，述語 related_vlと related_tmに関する以下の性質はCoqで証明出来ないので，公

理として定義する：

公理 4 (Vr_related/T_related, Λ
S/R
cbv ).

(Vr_related) ∀b,∀V ,∀V l, related_vl b V (V l (Vr (Vs b V))) (V l (Vs b V))

(T_related) ∀b,∀V ,∀Tm, related_tm b V (Tm (Vr (Vs b V))) (Tm (Vs b V))

5.4 関連研究

本章で示した（ΛcbnとΛcbvにおける）correctness定理の証明は，Filinski[15, 16]にほぼ対応した

ものとなっている．Filinskiは変数名の生成を明示的に行う為に，変数名を追えるようKripke意

味論を使用しているが，本章で行った定式化においては，変数名の生成はメタ言語であるCoqが

全て自動的に行ってくれる．但し，FilinskiはTDPE実行時に無限ループが発生するのを許して

いるが，本章の定式化では定義可能な termは全て型が付いているため，無限ループに関しては本

研究はサポートしていない．

Coquand [10] は証明エディター ALFを用いて soundnessと completenessの証明を定式化し，

そして completenessがTDPEとCurry Howard同型対応にあることを指摘した．その後に，Ilik
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[18, 19, 20] は CBN，CBV，限定継続命令付きの CBVの TDPEを定式化した．4章でも述べた

ように，Coquandと Ilikは共に α同値問題を避ける為にKripke意味論を使用している．本章に

おける定式化の前半部分は 4章と同じ strategyを用いているが，KripkeモデルでなくPHOASを

使用しているおかげで，よりシンプルな定式化が実現出来ている．証明から抽出されたプログラ

ムは非常にシンプルであり，DanvyのTDPEと全く対応したものとなっている．この proof term

のシンプルさは，proof termが複雑で解釈がしばしば困難であった Ilik [18, 19, 20] の先行研究や，

本論文 2 章で抽出した評価器プログラムとは対称的である．

Chlipala[9]は PHOASを用いた定式化において，本研究の related_termに関する性質 1のよう

に，termの構造に関する性質については Coqにおいて証明不可能であることを指摘し，仕方な

くその部分に関しては公理としてCoqに載せている．本研究もそれに倣い，related_termについ

ての性質に関しては手動で証明を行い，Coqで定式化する際には公理として扱った．

5.5 まとめと今後の課題

本章では，CBNとCBVのTDPEにおける Filinski [15] の正当性定理の証明をCoqで定式化し，

それを拡張する形でTsushimaら [26] の shift/reset付きTDPEの正当性定理をCoqで証明した．

これにより，無限ループが絶対に起こらず，かつ入力プログラムと意味の等価な正規形を計算する

ことが保証されたTDPEを抽出出来たことになる．又，TDPE抽出に用いた standard semantics

は，4章で定義したKripke意味論における論理関係と対応関係にある定義となっている．故に本

章の completeness定理と soundness定理はそれぞれ，4章の completeness定理，soundness定理

と非常に似た定義となっている．

又，本章ではChlipala [8, 9] の定式化を参考に，PHOASを用いて型システムを定式化すること

によってα同値問題を回避した．この手法は 2章のLocally Nameless手法や 4章のKripkeモデル

を用いるよりも簡潔な定式化が実現出来ている．例えば Locally Nameless手法を使う場合は，そ

れを実現するためにAydemirら [3] のライブラリを使う必要があったが，PHAOSを用いる場合

にはその様なライブラリを一切使用する必要がない．そしてKripkeモデルを用いる場合には常に

型情報として型環境を持ち歩く必要があったが，PHOASではその必要もない．又，Chlipalaの

先行研究によってCoqでのPHOASの定式化が行われているものの，PHOASを使った研究は未

だ少なく，本章はPHOASを使った定式化方法の一つのケーススタディともなっていると考えら
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れる．

但し，本章においては term（或は value）に関する論理関係 related_tm（related_vl）の性質の

証明はCoqで定式化することが出来ていない．これは higher-orderを用いて termや valueを定義

していることに起因している．つまり termらにおける λ抽象を定義する際にはメタ言語Coqの

無名関数を使って定義している．故にCoqで証明する際，termらの構造を調べたくとも，Coqの

関数の中について場合分けすることが出来ない．それがこの性質の証明をCoqで定式化すること

が出来ない理由である．

Chlipala [8] は先行研究にて，本研究が使用した related_tmと類似の性質をほぼ自明に成立す

るものとして扱っている．我々が用いた性質は，Chlipalaが用いた性質の部分集合となっている

ため，Chlipalaの性質が成り立つならば，本章における性質も成立してしかるべきである．しか

し定義を見る限り，自明に成立する様には思われず，我々は未だ彼の意図を理解出来ていない．

5.1.5節で，我々は性質について手動の証明を行っているが，この証明で行っている term T の

構造に関する場合分けの仕方が（そうなるだろうとは考えられるものの，）正しいか否かに関して

は未だ示せていない．故に厳密に言えばこの証明が本当に正しいのかは示せていないのである．

この問題を解決するのが今後の課題となっている．
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A–1

付 録A Locally Nameless手法を用いた
shift/reset付き評価器の証明の
詳細

定理 2. e ;∗ e′かつRT (e)ならば，RT (e′)．

Proof. T に関する帰納法を用いる．

(T = tbのとき) Rの定義により，Rtb(e) = N(e)，Rtb(e
′) = N(e′)と変形出来る．示したいのは

N(e′)である．N(e)の成立により，e ;∗ vとなる value vが存在する．故に仮定 e ;∗ e′と

補題 2により，e′ ;∗ vが成立．よってN(e′)が示せた．

(T = tf のとき) T = tbの場合と同様．

(T = (σ/α → τ/β)のとき) 仮定R(σ/α→τ/β)(e)により，以下の 2式が成立．

(i) N(e)．

(ii) Rσ(v) を満たす任意の value v と，λ.K |= τ ⇀ α を満たす任意の λ.K について，

Rβ(〈(λ.K)(e v)〉)が成立．

R(σ/α→τ/β)(e
′)を示すには，以下の 2式の成立を示せば良い．

(1) N(e′)．

(2) Rσ(v) を満たす任意の value v と，λ.K |= τ ⇀ α を満たす任意の λ.K について，

Rβ(〈(λ.K)(e′ v)〉)が成立．

(1)はT = tbの場合と同様にして成立．又，仮定 e ;∗ e′と簡約規則により，〈(λ.K)(e v)〉 ;∗

〈(λ.K)(e′ v)〉．よって (ii)と帰納法の仮定により (2)が成立．
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定理 3. e ;∗ e′かつRT (e′)ならば，RT (e)．

Proof. T に関する帰納法を用いる．

(T = tbのとき) Rtb(e) = N(e)と変形出来る．仮定により，e′ ;∗ vとなる value vが存在する．

故に仮定 e ;∗ e′と補題 3により，e ;∗ vが成立．よってN(e)が示せた．

(T = tf のとき) T = tbのときと同様にして示せる．

(T = (σ/α → τ/β)のとき) 仮定により以下の 2式が成立．

(i) N(e′)．

(ii) Rσ(v) を満たす任意の value v と，λ.K |= τ ⇀ α を満たす任意の λ.K について，

Rβ(〈(λ.K)(e′ v)〉)が成立．

R(σ/α→τ/β)(e)を示すには，以下の 2式の成立を示せば良い．

(1) N(e)．

(2) Rσ(v) を満たす任意の value v と，λ.K |= τ ⇀ α を満たす任意の λ.K について，

Rβ(〈(λ.K)(e v)〉)が成立．

(1)はT = tbのときと同様にして示せる．又，仮定e ;∗ e′と簡約規則により，〈(λ.K)(e v)〉 ;∗

〈(λ.K)(e′ v)〉．よって (ii)と帰納法の仮定により (2)が成立する．

定理 4. Γ = x1 : T1, x2 : T2, ..., xn : Tn とおく．又，以下に登場する v1 ..., vn は全て，T ′
1 �

T1, ..., T
′
n � Tnを満たす任意の型 T ′

1, ..., T
′
nについてそれぞれ RT ′

1
(v1), ..., RT ′

n
(vn)を満たす value

であるとする．

• Γ; α ` e{0 7→ y0}...{m 7→ ym} : T ; β が成立するとき，上の条件を満たすような任意の

v1 ..., vnと，λ.K |= T ⇀ αを満たす任意の λ.K について，Rβ(〈(λ.K)(e{0 7→ y0}...{m 7→

ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])〉)が成立する．
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• Γ `p e{0 7→ y0}...{m 7→ ym} : T が成立するとき，上の条件を満たすような任意の v1 ..., vn

について，RT (e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])が成立する．

Proof. eに関する帰納法を用いる．

(e = i（束縛変数）のとき) i < 0,m < iの場合，i{0 7→ y0}...{m 7→ ym} = iとなり，仮定の型規

則が成立せず矛盾する．故に 0 ≤ i ≤ mであり，i{0 7→ y0}...{m 7→ ym} = yiとなる．以

下，Γ; α ` yi : T ; βが成立する場合と Γ `p yi : T が成立する場合のそれぞれに関して証明

を行う．

(i) Γ; α ` yi : T ; βのとき：型付け規則の定義により，以下の推論木が成り立つはずである．

（故に α = β，T = MUs となる．）

ok Γ (yi : M) ∈ Γ

Γ `p yi : MUs
(var)

Γ; α ` yi : MUs ; α
(exp)

示したいのはRβ(〈(λ.K)(yi[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])〉)である．上の推論木の成立により，(yi :

M) ∈ Γであるから，yi = xj となる xj : M（1 ≤ j ≤ n）が存在するはずであり，yi[x1 7→

v1]...[xn 7→ vn] = vjとなる．故にRβ(〈(λ.K)(yi[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])〉) = Rα(〈(λ.K)(vj)〉)．

仮定から ∀M ′ � M について RM ′(vj)が成立する．推論木によりMUs � Tj であるから，

RUs
M (vj)が成立．故に λ.Kの仮定によりRα(〈(λ.K)vj〉)が成立．

(ii) Γ `p yi : T のとき：以下の推論木が成立する．

ok Γ (yi : M) ∈ Γ

Γ `p yi : MUs
(var)

T = MUsとおく．上の推論木により yi : M ∈ Γであるから，∀M ′ � MについてRM ′(vj)を

満たすような yi[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn] = vj（0 ≤ j ≤ n）が存在するはずである．MUs � M

であるから vjの仮定によりRMUs (vj)が成立する．

(e = x（自由変数）のとき) x は自由変数なので，x{0 7→ y0}...{m 7→ ym} = xとなる．

(i) Γ; α ` x : T ; βのとき：型付け規則により，以下の推論木が成立．故にα = β，T = MUs．

ok Γ (x : M) ∈ Γ

Γ `p x : MUs
(var)

Γ; α ` x : MUs ; α
(exp)
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x : M ∈ Γであるから，x[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn] = viとなる value viが存在し，仮定により

∀M ′ � M についてRM ′(vi)が成立する．λ.Kの仮定により，Rα(〈(λ.K) v〉)が成立．

(ii) Γ `p x : T のとき：型付け規則の定義により，T = MUs とおける．又，ok Γ と (x :

M) ∈ Γが成立．x : M ∈ Γであるから，∀M ′ � M について RM ′(vi)を満たすような

x[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn] = vi（0 ≤ i ≤ n）が存在するはずである．MUs � M であるから vi

の仮定によりRMUs (vi)が成立する．

(e = λ.eのとき) (λ.e){0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]

= λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])．

(i) Γ; α ` λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}) : T ; βのとき：以下の推論木が成立し，α = βと

なる．又，T = (σ/α′ → τ/β′)とおける．

∀x /∈ L. (Γ, x : σ; α′ ` (e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym})x : τ ; β′)

Γ `p λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}) : (σ/α′ → τ/β′)
(fun)

Γ; α ` λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}) : (σ/α′ → τ/β′); α
(exp)

示したいのは，(A) Rα(〈(λ.K)(λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])〉)である．

仮定により λ.K |= (σ/α′ → τ/β′) ⇀ αであるから，(A)を示すには，

R(σ/α′→τ/β′)(λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))の成立，即ち以下の 2式が

成り立つことを示せば良い．

(1) N(λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))．

(2) ∀v. Rσ(v)と ∀λ.K ′ |= τ ⇀ α′について，

Rβ′(〈(λ.K ′)((λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])) v)〉)．

(1)は明らか．以下，(2)を示す．

〈(λ.K ′)((λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])) v)〉
; 〈(λ.K ′)(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]{0 7→ v})〉
= 〈(λ.K ′)(e{0 7→ x′}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn][x′ 7→ v])〉

と変形することが出来る．（ただし，(x′ : σ /∈ Γ)．）さて，型規則の成立により，σは poly-

morphic typeではないことが分かっている．故に σ � σが成立．故に，上の推論木におけ

る Lを Γとおけば，帰納法の仮定により，以下の式が成立する．
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Rβ′(〈(λ.K ′)(e{0 7→ x′}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x′ 7→ v])〉)

故に系 1により (2)が成立．

(ii) Γ `p λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}) : T のとき：型付け規則の定義により，T = (σ/α′ →

τ/β′)とおけ，∀x /∈ L. (Γ, x : σ; α′ ` (e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym})x : τ ; β′)が成立する．又，

型規則の成立により，σは単相型である．（σ � σ．）よって帰納法の仮定により，以下の式が

成立．

(A) ∀v. Rσ(v)と ∀λ.K |= τ ⇀ α′に対して，

Rβ′(〈(λ.K)(e{0 7→ x}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn][x 7→ v])〉)．

今示したいのはR(σ/α′→τ/β′)(λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))である．こ

の式を示すには以下の 2式を示せば良い．

(1) N(λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))．

(2) ∀v. Rσ(v)と ∀λ.K |= τ ⇀ α′について，

Rβ′(〈(λ.K)((e{0 7→ x}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn][x 7→ v]) v)〉)．

(1)の成立は明らかである．以下で (2)の成立を示す．

〈(λ.K)((λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])) v)〉
; 〈(λ.K)(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]{0 7→ v})〉
= 〈(λ.K)(e{0 7→ x}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn][x 7→ v])〉

と変形出来（ただし (x : σ /∈ Γ)），故に (A)に登場する xの制限に使われる Lを Γとおく

ことにより，(A)と系 1を適用出来，結果 (2)が成立する．

(e = e1 e2のとき)

(e1 e2){0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]

= (e1{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])

(e2{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])

故に仮定の型規則より，Γ; γ ` e1{0 7→ y0}...{m 7→ ym} : (σ/α → T/δ); βと

Γ; δ ` e2{0 7→ y0}...{m 7→ ym} : σ; γが成立する．よって帰納法の仮定により，以下の 2式

が成立．
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(A) ∀λ.K1 |= (σ/α → T/δ) ⇀ γについて，

Rβ(〈(λ.K1)(e1{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])〉)．

(B) ∀λ.K2 |= σ ⇀ δについて，

Rγ(〈(λ.K2)(e2{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])〉)．

以下で，∀v′
1. R(σ/α→T/δ)(v

′
1)において，λ.(λ.K)(v′

1 0) |= σ ⇀ δが成立することを示す．One-

stepの簡約規則により，Rσ(v′
2)を満たす任意のvalue v′

2について，以下の簡約が可能である．

〈(λ.(λ.K)(v′
1 0)) v′

2〉 ; 〈(λ.K)(v′
1 v′

2)〉

仮定により，λ.K |= T ⇀ α，R(σ/α→T/δ)(v
′
1)，Rσ(v′

2)が成立している．よってR(σ/α→T/δ)(v
′
1)

の定義により，Rδ(〈(λ.K)(v′
1 v′

2)〉)が成立．故に系 1により 〈(λ.(λ.K)(v′
1 0)) v′

2〉が導ける．

よって λ.(λ.K)(v′
1 0) |= σ ⇀ δが示せた．この式を (B)に適用することにより，

Rγ((λ.(λ.K)(v′
1 0))(e2{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))

が得られる．よって公理 1により，

Rγ((λ.K)(v′
1 (e2{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])))

が成立．又，

〈(λ.(λ.K)(0 (e2{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))) v′
1〉

; 〈(λ.K)(v′
1 (e2{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))〉

と簡約出来るので，系 1により，

Rγ(〈(λ.(λ.K)(0 (e2{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))) v′
1〉)

が成立する．故に，

λ.(λ.K)(0 (e2{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])) |= (σ/α → T/δ) ⇀ γ．

この式を (A)に適用することにより，

Rβ(〈(λ.(λ.K)(0 (e2{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))))

(e1{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])〉)

が成立し，故に公理 1により，



付 録A Locally Nameless手法を用いた shift/reset付き評価器の証明の詳細 A–7

Rβ(〈(λ.K)((e1{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])

(e2{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))〉)

が得られる．

(e = let e1 e2のとき) (let e1 e2){0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]

= let (e1{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])

(e2{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])

と変形出来，故に仮定の型規則により，以下の 2式が成立．

∀Ux. (Γ `p e1{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn] : MUs)

∀x /∈ L.(Γ, x : M ; α ` (e2{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])x : T ; β)

よって帰納法の仮定により，以下の 2式が成立．

(A) ∀Us. RMUs (e1{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])．

(B) ∀M ′ � M についてRM ′(v′)を満たす任意の value v′と ∀λ.K |= T ⇀ αに対して，

Rβ(〈(λ.K)(e2{0 7→ x}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn][x 7→ v′])〉)．

(A)と定理 1により，e1{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn] ;∗ vとなる value vが存

在し，定理 2によりRMUs (v)がいえる．∀UsについてMUs � M であるから，(B)により，

Rβ(〈(λ.K)(e2{0 7→ x}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn][x 7→ v])〉)

が成立する．又，

let (e1{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])

(e2{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])

;∗ let v (e2{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])

; e2{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]{0 7→ v}
= e2{0 7→ x}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn][x 7→ v]

と変形することが出来る．（ただし x /∈ Γ．）故に定理 3により，

Rβ(〈(λ.K)(let (e1{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])

(e2{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))〉)

が得られる．
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(e = S.eのとき) (S.e){0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]

= S.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])．

仮定により，以下の型規則が成立．

∀x /∈ L.(Γ, x : ∀.(T/0 → α/0); σ ` (e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym})x : σ; β)．

故に帰納法の仮定により，以下の式が成立．

(A) ∀M � ∀.(T/0 → α/0)について RM(v)を満たすような任意の value vと，∀λ.K ′ |=

σ ⇀ σに対して，

Rβ(〈(λ.K ′)(e{0 7→ x}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn][x 7→ v])〉)．

Rβ(〈(λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))(λ.〈(λ.K) 0〉)〉)であることを示す．

まず，λ.0 |= σ ⇀ σを示す．Rσ(v′)を満たす任意の value v′について，

〈(λ.0) v′〉 ; 〈v′〉 ; v′

が成り立つ．故に系 1により，Rσ(〈(λ.0) v′〉)である．よって λ.0 |= σ ⇀ σが示せた．故に

(A)と公理 1により，

(B) ∀M � ∀.(T/0 → α/0) について RM(v) を満たすような任意の value v に対して，

Rβ(〈e{0 7→ x}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn][x 7→ v]〉)．

次に，∀M � ∀.(T/0 → α/0)について，RM(λ.〈(λ.K) 0〉)が成立することを示す．任意の単

相型 τ を一つ用意し，B = (T/τ → α/τ)とおく．RB(λ.〈(λ.K) 0〉)が成り立つことを示すに

は，以下の 2式を示せば良い．

(1) N(λ.〈(λ.K) 0〉)．

(2) ∀v. RT (v)と λ.K” |= α ⇀ τ について，Rτ (〈(λ.K”)((λ.〈(λ.K) 0〉) v)〉)．

(1)が成立するのは明らか．又，(λ.〈(λ.K) 0〉) v ; 〈(λ.K) v〉かつλ.K |= T ⇀ αであるので，

Rα(〈(λ.K) v〉)が成立．故に，λ.K”の定義と定理 1，定理 3により，Rτ (〈(λ.K”)〈(λ.K) v〉〉)

が成立．系 1により (2)が得られる．任意の単相型 τ について (1)と (2)が成立．よって

RB(λ.〈(λ.K) 0〉)が示せた．ここで，
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〈(λ.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))(λ.〈(λ.K) 0〉)〉
; e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]{0 7→ λ.〈(λ.K) 0〉}
= e{0 7→ x}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn][x 7→ λ.〈(λ.K) 0〉]

と変形出来る．（ただし x /∈ Γ，L = Γ．）RB(λ.〈(λ.K) 0〉)であるから，(B)により，

Rβ(e{0 7→ x}{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn][x 7→ λ.〈(λ.K) 0〉])

が成立．よって公理 2により，

Rβ(〈(λ.K)(S.(e{1 7→ y0}...{m + 1 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]))〉)が得られる．

(e = 〈e〉のとき) 〈e〉{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]

= 〈e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]〉．

(i) Γ; α ` 〈e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]〉 : T ; βのとき：以下の推論木が成立

する．（故に β = αとなる．）

Γ; σ ` e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn] : σ; T

Γ `p 〈e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]〉 : T
(reset)

Γ; α ` 〈e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]〉 : T ; β
(exp)

帰納法の仮定により，RT (〈e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]〉)が成立．よって定

理 1と定理 2により，〈e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]〉 ;∗ vかつRT (v)を満た

す value vが存在するはずである．λ.K |= T ⇀ αにより，Rα(〈(λ.K) v〉)が成立する．よっ

て定理 3により，

Rα(〈(λ.K)〈e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]〉〉)が得られる．

(ii) Γ `p 〈e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]〉 : T のとき：以下の推論木が成立．

Γ; σ ` e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn] : σ; T

Γ `p 〈e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn]〉 : T
(reset)

よって帰納法の仮定により，以下の式が成立する．

(A) ∀λ |= σ ⇀ σについて，

RT (〈(λ.K)(e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])〉)．
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e = S.eのケースで示したように，λ.0 |= σ ⇀ σであり，この式を (A)に適用出来，

RT ((λ.0)(e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])) がいえる．よって公理 1により，

RT (e{0 7→ y0}...{m 7→ ym}[x1 7→ v1]...[xn 7→ vn])が得られる．
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付 録B 一般のde Bruijn index termへの
変換プログラム

4章のde Bruijn index termを一般のde Bruijn index termへと変換する（Coq上の）normalize
関数は以下の如くに定義出来る．

Fixpoint add_wkn w1 w2 A (H: Rs w1 w2)

: Rs (A :: w1) w2 :=

match H with

| Rs_nil w => Rs_nil (A :: w)

| Rs_cons _ _ _ t X =>

Rs_cons (tm_Wkn A t) (add_wkn A X)

end.

Fixpoint normalize (G: world) (A: typ)

(t: tm G A)

: forall (w: world), Rs w G -> tm w A :=

match t with

| tm_Hyp _ _ => fun _ env =>

get_first env

| tm_Wkn _ _ _ t1 => fun _ env =>

normalize t1 (get_rest env)

| tm_Lam _ A _ t1 => fun w1 env =>

tm_Lam (normalize t1

(Rs_cons (tm_Hyp w1 A)

(add_wkn A env)))

| tm_App _ _ _ t1 t2 => fun _ env =>

tm_App (normalize t1 env) (normalize t2 env)

end.

又，4章における normal form, neutral term についても，通常の de Bruijn index を用いた

表現に変換したあとも normal form, neutral term となっている．特に，neutral term に出てく

る wkn( )（複数の wkn( ) が入れ子になっていても良い）が app( , ) にかかっていた場合にも，
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wkn( ) を中に潜らせれば最終的に app( , ) となるため，neutral term になっていることが確認で

きる．


