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記号
本論文で用いる記号とその意味を以下に挙げる．

Z: 整数全体の集合
R: 実数全体の集合
C: 複素数全体の集合
T : 転置作用素
i: 虚数単位
O(·): オーダー量
| · 〉: ケットベクトル
〈 · |: ブラベクトル
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第1章 序論

1.1 はじめに
ランダムウォークが株価の変動 [36, 46]，拡散問題 [46]，そして高分子の幾何学的構造 [9]など

日常の多くの現象を記述し解析するのに重要な役割を担ってきたことはよく知られている. 近
年，「量子ウォーク」はランダムウォークの量子版として量子系で同等の立場になることが期待
されており，様々な側面から研究が行われている．
量子ウォークは，1988 年に量子確率論の立場からGudder [13]により導入された．その後，

Gudderとは独立に量子情報，量子セルオートマトンなどいくつかの異なる視点から量子ウォー
クが導入された [1, 2, 30]．
量子コンピュータへの応用の観点から，グローヴァーのアルゴリズム [12]など量子力学に基づ

いた量子探索アルゴリズムに対し，量子ウォークを応用した研究もいくつか行われている [3, 39]．
尚，グローヴァーのアルゴリズムは，完全グラフ上における量子ウォークを用いた量子探索ア
ルゴリズムとみなすことが出来る．グラフの同型問題にも量子ウォークが応用されている [6]．
また，光合成のクロロフィル間上のエネルギーの移送効率の問題をあるネットワーク上の連続
時間量子ウォークに置き換えることにより計算され, 実験で得られていた結果と一致すること
が確認された [31]．そして，量子統計物理学への応用としては，Oka et al. [34] による強相関電
子対への応用や，近年多くの物理学者に注目されているトポロジカル絶縁体への応用 [18]があ
る．特に，トポロジカル絶縁体の研究は，本論文の「二相系の極限定理」の先行研究にもなっ
ている．さらに，イオントラップされた原子を用いる方法 [50]をはじめとして，量子ウォーク
のいくつかの実験的な実現方法も確立されている [16, 37, 38]．
量子ウォークには離散時間と連続時間のモデルがあり両者の関係が調べられてきたが，古典
ランダムウォークに比べて解明されていない点が非常に多い．1998 年に Farhi et al. [10] によ
り導入された連続時間の量子ウォークは，時間発展の規則がシュレディンガー方程式によって
記述されるため量子散乱をはじめとする物理現象との対応が考えられる．また，連続時間量子
ウォークは離散時間量子ウォークと比べてグラフなどのネットワーク上で容易に構成すること
が出来る．そのため，スケールフリーネットワークなどの複雑ネットワーク上での数値計算結
果がいくつかある [32, 48, 49]．これに対して，離散時間量子ウォークは複雑ネットワーク上に
おける構成することが容易ではなく，現在顕著な研究結果はほとんどない．しかし，量子コン
ピュータの発展に伴い複雑ネットワーク上における離散時間量子ウォークの数値的，および厳
密な解析は共に今後必要になってくることが予想される．尚，量子ウォークのレヴューとして，
[17, 20, 22, 35, 44, 45]などがある．
近年，量子ウォークの理論研究も活発に行われている．特に，量子ウォークの漸近挙動を解明
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することは重要なテーマの一つとなっている．離散時間量子ウォークには，古典系のランダム
ウォークには見られない顕著な性質が存在する．まず，量子ウォーカーが出発点付近に高い確
率で見つかる「局在化」が挙げられる [25]．局在化は数学的には，時間が十分に経過したときに
量子ウォーカーが出発点に戻ってくる確率が正になることで定義される．続いて，量子ウォー
カーが線形的に拡散することが挙げられる [45]．
古典系では標準偏差がO(

√
t)で発散するのに対して，量子ウォークではO(t)で発散する．尚，

tは時刻とする．そして逆釣鐘型の確率分布をすることである [45]．これら量子ウォークに特有
の性質は，量子ウォーカーが古典ランダムウォーカーよりも遠くへ拡散しやすく，局在化によ
り安定して目的の点を特定できることを示しており，量子ウォークが古典ランダムウォークよ
りも遥かに探索に適していることが分かる．
量子ウォークの漸近挙動の特性は数学的には，弱収束極限測度によって記述される [25]．2013

年，原点のみユニタリ行列が異なる 1次元離散時間量子ウォークに対して弱収束極限測度が解
析的に厳密に導出された．但し，そのユニタリ行列には全ての場所において行列式が不変であ
るという条件が課されている．Konno et al. [25]によれば，弱収束極限測度は局在化に対応する
項と拡散に対応する項の和の形で書かれる．本論文の研究では，空間的に非一様な 1次元離散
時間量子ウォークの局在化に対応する数学的表式に着目する．尚，局在化に対応する項は，時
間平均極限測度を用いて記述される．
現在，1次元系離散時間量子ウォークでは，原点のみユニタリ行列が異なる量子ウォークと

3状態のグローヴァーウォーク以外は，局在化に関する厳密な解析結果が存在しない．
他方，最近の研究により，量子ウォークから一様測度などいくつかの測度を構成出来ること

が分かってきた [25, 26]．その 1つに「定常測度」があるが，1次元系のいくつかの量子ウォー
クに対しては時間平均極限測度と定常測度は互いに深く関係する [25]．従って，時間平均極限
測度と定常測度の関係を明らかにすることは，量子ウォークの局在化の解析に対して非常に重
要な意義がある．尚，時間平均極限測度の導出方法として，本研究でも用いる時空間母関数法
[25]や，CGMV法 [4]，パスの方法 [23]がある．但し，CGMV法とパスの方法は原点における
時間平均極限測度しか求めることが出来ない上，CGMV法は適用できるモデルが非常に少な
く，パスの方法は解析が煩雑である．時空間母関数法は，1次元系の原点のみユニタリ行列が
異なり，その行列式が場所に関して不変であるような量子ウォークに対しては厳密な解析手法
であるが，その他の空間依存型量子ウォークに対してはその有効性の真偽は定かではない．定
常測度を求める方法はいくつかあるが，近年量子ウォークの解析手法，特に無限次元行列の固
有値問題の解法として着目されるようになってきた分離型母関数法 [25]がある．分離型母関数
法もまたどのような量子ウォークの解析に用いることが出来るか，明らかにされていない．

1.2 本研究の動機
本研究は量子ウォークに特有の性質である局在化を数学的に記述する測度を複数の母関数法

を用いて求め，局在化を検証することで量子ウォークの漸近挙動の解析に新しい示唆を与える
ものである．本研究では，1次元系いおいてこれまで局在化を表す数学的な表式が得られてい
なかった量子ウォーカーの挙動が場所に依存する空間的に非一様な 2種類の量子ウォークに着
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目した．そして，それらの具体的な量子ウォークに対して母関数を用いて解析することで，非
一様量子ウォークの局在化を厳密に解析する手法の構築につなげること目指した．そのために
大きく分けて以下の 2つの研究を行った．
一方，量子ウォークには「クラス」が考えられる [25]．量子ウォークから構成される様々な

測度同士の関係を明らかにすることは，量子ウォークのある種のクラスの構成につながること
が期待される．また，測度同士の定性的な関係は，対応する諸現象に対する何らかの性質を表
しており，量子統計物理学や量子情報学への応用の観点からも非常に重要な意義があると考え
られる．このように，測度論の観点からも量子ウォーク，および対応する諸現象を深く理解す
ることが出来る，と期待される．

1.2.1 Wojcik モデルの極限定理

Wojcik et al. [47] は，量子ウォーカーの挙動が場所に依存しない 1次元アダマールウォーク
に 1点だけ不純物を付加すると，著しく局在化が起こることを説明した．本論文では，この量
子ウォークを「Wojcik モデル」と呼ぶことにする．彼らの研究では，固有値問題

(U (s))2Ψ = λΨ (λ ∈ C, |λ| = 1)

を漸化式を用いて解き，シミュレーションによってWojcik モデルの局在化を解析したが，局
在化を表す厳密な表式は与えられていない [47]．但し，U (s)は，Wojcik モデルの時間発展を決
定する∞×∞のユニタリ行列である．彼らは，2ステップ毎の時刻に着目している．Wojcik

モデルは原点のみユニタリ行列が異なる量子ウォークでその行列式は原点のみ他の場所と異な
る．時空間母関数法は，原点のみユニタリ行列が異なる量子ウォーク，特にそのユニタリ行列
の行列式が空間に依存しないと仮定しているため，Wojcik モデルのような空間的に非一様な量
子ウォークに対する極限定理は本研究が行われるまで得られていなかったことになる．
このような背景から，はじめにパスの方法 [23]や時空間母関数法をはじめとするいくつかの

組み合わせ論的手法や母関数法を用いて時間平均極限測度を求めることで，局在化を数学的に
記述することを目指した．続いてWojcik モデルに対する固有値問題

U (s)Ψ = λ(ω)Ψ (λ(ω) ∈ C, |λ(ω)| = 1) (1.1)

を分離型母関数法を用いて解き，定常測度を求め時間平均極限測度との関係を明らかにするこ
とで，原点に不純物を持つ対称な非一様量子ウォークの局在化の解析方法の改善，構築につな
げることを目指した．

1.2.2 二相系量子ウォークの極限定理

第 1.2.1節の繰り返しになるが，1次元系において空間的に非一様な量子ウォークの極限定理
として厳密な結果が得られているのは，ユニタリ行列の行列式が空間に依存しない原点のみユ
ニタリ行列が異なる量子ウォークに対してのみであった [25]．
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このような背景から，原点のみユニタリ行列が異なる量子ウォークを最も自然に非対称化し
たモデルの 1つとして，原点を境界に正負の領域でそれぞれ量子ウォーカーが異なる挙動をす
る量子ウォークを提案した．この量子ウォークを「二相系量子ウォーク」と呼ぶことにする．そ
して，時空間母関数法により時間平均極限測度を求めることで二相系量子ウォークの局在化を
記述する数学的表式を得ることをまず目指した．続いて，分離型母関数法を用いて二相系量子
ウォークの定常測度を求め時間平均極限測度との関係を明らかにすることで，原点に関して非
対称性を持つ量子ウォークの局在化の解析方法の改善，構築につなげることを目指した．また，
二相系量子ウォークは，近年量子統計物理学で着目されているトポロジカル絶縁体とも深く関
わることが分かってきた [18].

1.3 本論文の構成
本論文の構成は以下の通りである．まず，第 2章で 1次元上の離散時間量子ウォークについ

てまとめ，第 3章では本研究でも用いた時空間母関数法を解説する．時空間母関数法は本研究
の背景にある重要な量子ウォークの解析手法なので，パスの数え上げから局在化の定理の導出
まで丁寧に解説する．第 4章では，本論文全体の先行研究を紹介する．第 5章でWojcikモデル
の極限定理について，第 6章では二相系量子ウォークについての研究の詳細をまとめる．第 6

章は本論文のまとめとなっている．
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第2章 1次元離散時間量子ウォーク

量子ウォークは，1988年にGudder [13]により量子確率論のモデルとして導入された．その
後，1996年にGudderとは独立にMeyer [30]が量子セルオートマトンとして離散時間量子ウォー
クを導入した．そして，2001年に量子情報の視点からAmbainis et al. [2]により再導入されそ
の性質が詳しく研究されたことが，量子ウォークが着目される発端になったと考えられている．
量子ウォークは特に古典ランダムウォークの量子版とも考えることができる [1]．本章では，は
じめに量子ウォークの古典版でもあるランダムウォークの再帰確率と極限定理を解説する．続
いて量子ウォークの中で最も活発に研究されており，本論文でも扱う 1次元系における 2状態
の場合の量子ウォークについて古典ランダムウォークと比較しながら解説する．ここで，「2状
態」とは最近接，即ち，右か左のどちらかに量子ウォーカーが移動し得ることをいう．尚，こ
の章は，参考文献 [14, 22, 29, 40, 41, 42, 43]をもとにした古典ランダムウォークと 1次元離散
時間量子ウォークについてのレヴューである．詳細は，各文献を参照して頂きたい．

2.1 古典ランダムウォーク
この節では，量子ウォークの古典版でもあるランダムウォークについて簡単に解説する．「ラ

ンダム (random)」とは，「でたらめの」，「無作為の」，「法則性がない」という意味の状態を表す
言葉である．酔っ払いの行動，気体分子の空間配置の問題，サイコロゲームや株価の変動など，
ランダムな現象は我々の日常にもいたるところに存在する．例えば，酔っ払いはなぜ今この場
所に居るかが分からず，いくつかある進行方向の選択肢の中からランダムに 1つ選んで新たな
1歩を踏み出しているとも解釈できる．このように，過去の経緯に影響されず，今の状態から
次の状態へ確率的に以降するような現象の数理的なモデルをマルコフ連鎖という．古典ランダ
ムウォークはマルコフ連鎖の中で最も基本的なモデルである．ここでは，古典ランダムウォー
クの再帰確率と極限定理を最も単純な 1次元 2状態の古典ランダムウォークを例にまとめる．

2.1.1 1次元 2状態古典ランダムウォーク

1本の道をふらふらと歩いている酔っ払いの動きを数理的にモデル化したもの，即ちウォー
カーが左へ 1歩動く確率が pで右に 1歩動く確率が qであるような 1次元 2状態のモデルを考
える．ここでは，ウォーカーは原点から出発し pや qは場所や時間によらず常に一定であると
仮定する．
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Xt：ウォーカーが時刻 tに存在する場所を表す確率変数とすると，Xtは {−t,−t+2, · · · , t−2, t}
上の確率変数になる．
ここで，
{Zt}：以下を満たす独立同分布の確率変数列とする．

P (Zt = 1) = p, P (Zt = −1) = q.

実は，{Zt}はベルヌーイ試行列である．このとき，ウォーカーの時刻 tにおける位置は，

Xt = Z1 + Z2 + · · ·+ Zt, X0 = 0.

と {Xi} (1 ≤ i ≤ t)の和で表される．このように，Xtの確率分布を調べるために，一般的にベ
ルヌーイ試行列の和が用いられる．こうして得られる離散時間確率過程 {Xt}を「1次元 2状態
古典ランダムウォーク」という．

Random walk 

図 2.1: 古典ランダムウォークの概念図

ここで，Xt = xとなる 1つパスを考えると，以下の事実が知られている．

定理 1. 古典ランダムウォーク {Xt}の分布は以下で与えられる：

P (Xt = x) =

(
t

l

)
plqr.

但し，l, r ∈ N ∪ {0}.

定理 2. 古典ランダムウォーク {Xt}の平均と分散は，それぞれ

E[Xt] = (p− q)t, V[Xt] = 4pqt

となる．

各時刻 tにおいて，ランダムウォーカーの「見つかりやすさ」を表すのが確率変数Xtの確率
分布である．1次元 2状態の古典ランダムウォークは平均の位置 (p− q)tの周囲を彷徨うが，時
間が十分に経過すると，ランダムウォーカーの到達範囲が広がり分散も次第に大きくなる．ま
た，Xtの確率分布は近似的に正規分布になる．
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2.1.2 再帰確率

1次元系における古典ランダムウォークの再帰確率（return probability）について簡単にま
とめる．ここでの再帰確率とは，原点から出発したランダムウォーカーが有限時間内に初めて
原点に戻る確率のことである．

注意：ランダムウォーカーが原点から出発して再び原点に戻ってくるのは，偶数ステップの後
である．

2tステップの後に原点に戻る確率 p̃(2t)は，

p̃(2t) =
(2t)!

(t!)2
(pq)t

となるが，p̃(2t)は，2tステップの間にランダムウォーカーが原点に戻る場合を含んでいる．そ
こで，ウォーカーは原点から出発するので p̃(0) = 1であることに注意し，2tステップの後にラ
ンダムウォーカーが初めて原点に戻る確率を改めて q̃(2t) とおく．このとき，以下の関係が成
り立つ．

p̃(2t) = q̃(2)p̃(2t− 2) + q̃(4)p̃(2t− 4) + · · ·+ q̃(2t− 2)p̃(2) + q̃(2t)

=
t∑

m=1

q̃(2m)p̃(2t− 2m). (2.1)

式 (2.1) の第 1項は 2ステップ目に，第 2項は 4ステップ目に，最後の項は 2tステップ目にそれ
ぞれランダムウォーカーが初めて原点に戻る場合を表している．2ステップ目にランダムウォー
カーが原点に戻る場合は原点に戻る初めての場合であるから，q̃(2) = p̃(2) であることに注意
し，式 (2.1) に t = 1, 2, · · · を代入すると，以下のように q̃(2t)を p̃(2j)と q̃(2j) (1 ≤ j ≤ t)で書
き表すことができる：

q̃(2) = p̃(2)

q̃(4) = p̃(4)− q̃(2)p̃(2)

· · ·
· · ·

q̃(2t) = p̃(2t)− q̃(2)p̃(2t− 2)− q̃(4)p̃(2t− 4)− · · · − q̃(2t− 2)p̃(2).

ランダムウォーカーが原点から出発して少なくとも 2T ステップまでに原点に戻る確率は，

F (2T ) =
T∑
t=1

q̃(2t)

である．そして，この過程が「再帰的である」，「再帰確実である」とは，

lim
T→∞

F (2T ) = 1
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が成り立つときをいう．

lim
N→∞

F (2T ) < 1

であるときは，「非再帰的である」または「過渡的である」という．また，このとき q̃(2t) (t ∈ N)
は確率分布となり,

〈2t〉 =
∞∑
t=1

2tq̃(2t)

は「平均再帰時間」を与える．

注意 ： limN→∞ F (2N) < 1 ならば，どんなに時間が経過してもランダムウォーカーが原点に
戻ってこない確率が有限値に存在することになるが，決して原点に戻れない訳ではない．

ここで，1次元古典ランダムウォークの再帰性に関して以下の事実が知られている．

定理 3.

lim
T→∞

F (2T ) = 1− |p− q| = min{2p, 2q}.

即ち，原点に関して対称な p = q = 1/2のときだけ limT→∞ F (2T ) = 1（再帰確実）となり，
非対称な場合は limT→∞ F (2T ) < 1（非再帰的）となる．1次元 2状態古典ランダムウォークは
対称なときだけ再帰的である，ということになる．原点対称性を持つ場合には，2tステップの
後にランダムウォーカーが原点に戻る確率は，

p̃(2t) =

(
2t

t

)(
1

2

)2t

=
(2t)!

(t!)2

(
1

4

)t

となる．
次に，時刻 tを無限に大きくしていったときに古典ランダムウォークが原点に再帰する確率

が 0に収束する速度を計算する．ここでは，以下のスターリング (Stirling)の公式を用いる．

lim
t→∞

t!

tte−t
√
2πt

= 1.

これより，

lim
t→∞

(2t)!

(t!)2
t2te2t(2πt)

(2t)2te−(2t)
√
2π(2t)

= 1 (2.2)

が導かれる．式 (2.2)より，p = q = 1/2の対称な古典ランダムウォークに対して，

lim
t→∞

r2t(0)

1/
√
πt

= 1

11



が成り立つ．これより，対称な 1次元古典ランダムウォークの再帰確率はべき指数 1/2のオー
ダーで 0に収束することがわかる．さらに，0 < p < 1 の一般の 1次元古典ランダムウォーク
の場合も同様にして，

lim
t→∞

r2t(0)

(4pq)t/
√
πt

= 1.

となる．0 < 4pq < 1であることに注意すると，これは原点対称性を持たない場合は原点への
再帰確率がべきよりも速く指数的に減少することを示している．

2.1.3 古典ランダムウォークの極限定理

1次元系 2状態の古典ランダムウォークに対して成り立つよく知られた極限定理を 2つ紹介
する．まず，以下の大数の法則 (law of large numbers)が挙げられる．この法則には，「経験的
確率が理論的確率と一致する」という意味がある．

定理 4. (大数の法則)

{Xt}t=1,2,···：古典ランダムウォークとする．このとき，

P

(
lim
t→∞

Xt

t
= q − p

)
= 1

が成り立つ．

次に，以下の中心極限定理が挙げられる．中心極限定理は，標本平均と真の平均の誤差を表
す極限定理である．

定理 5. (中心極限定理)

{Xt}t=1,2,···：独立同分布の古典ランダムウォークで，平均と分散はそれぞれ，E[Xt] = m, V [Xt] =

v ∈ (0,∞)とする．

Yt =
1√
t

t∑
j=1

(Xj −m)

とおくと Ytは，平均 0，分散 vの正規分布に従う確率変数 Y に（法則）収束する．このとき，
−∞ < a < b < ∞ なる a, b ∈ Rに対して，

lim
t→∞

P (a ≤ Yt ≤ b) =

∫ b

a

1√
2π

e−x2/2vdx

が成り立つ．

Proof. 特性関数を用いた証明の概略を紹介する．
(1) Xtを平均 0，分散 1の確率変数にするために，Xt −m/

√
vを新たにXtとおく．

(2) Ytの特性関数は, {Xt}の独立性，および，同分布性より，

ϕYt(ξ) = E
[
e
i ξ√

t

∑t
j=1 Xj

]
= Πt

j=1E
[
e
i ξ√

t
Xj

]
=

(
ϕ

(
ξ√
t

))t
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である．但し，X1の特性関数を ϕとおいた．
(3) E[X2

1 ] = 1 < ∞より，ϕ, ϕ
′
, ϕ

′′
は全て有界であることが分かる．実際，

ϕ(ξ) = E[eiξX ], ϕ
′
(ξ) = E[iXeiξX ], ϕ

′′
(ξ) = E[−X2eiξX ], · · ·

が成り立つ．

テイラー (Taylor)の公式を用いると，|η| ≤ |ξ|/
√
tを満たすある η ∈ Rが存在して，

ϕ

(
ξ√
t

)
= ϕ(0) +

ξ√
t
ϕ

′
(0) +

ξ2

2t
ϕ

′′
(η)

と書ける．
(4) ϕ(0) = 1, ϕ

′
(0) = E[iX] = 0であること，および，ϕ

′′
(0) = −1となることに注意すると，

特性関数は以下のように計算される：

logϕYt(ξ) = t logϕ

(
ξ√
t

)
= t log

(
1 +

ξ2

2t
ϕ

′′
(η)

)
=

η2

2
ϕ

′′
(η) + o(1)

→ ξ2

2
ϕ

′′
(0) = −ξ2

2
(t → ∞).

但し，4行目は |ϕ′′
(η)| ≤ 1より，log(1+ δ) = δ+ o(δ) (δ → 0)の関係が成り立つことを用いた．

故に，

ϕYt(ξ) → exp

{
−ξ2

2

}
= ϕY (ξ) (t → ∞)

が示された．Y は平均 0，分散 1の標準正規分布に従う確率変数である．

2.2 量子ウォークとは
この節では，量子ウォークの中でも最も活発に研究がされている，1次元系で右か左，即ち，

最近接に量子ウォーカーが移動する 2状態の量子ウォークの定義と基本的な性質を解説する．量
子ウォークは全空間とその上の時間発展作用素，および分布列で構成されている．

2.2.1 全空間

まず， {
HP = Span{|x〉 : x ∈ Z}：量子ウォーカーの場所，
HC = Span{|J〉 : J ∈ {L,R}}：量子ウォーカーの自由度，
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をそれぞれ表すヒルベルト空間とする．このとき，量子ウォークの全空間は以下のヒルベルト
空間Hで定義される：

H = HP ⊗HC .

全空間Hは，量子ウォークの（非自明な）時間発展を決定するユニタリ作用素を定義するため
に，量子ウォーカーの場所を表す空間HP に 2次の自由度を持つ空間HCが付随する形になる.

2.2.2 量子ウォークの定義

1次元系の 2状態量子ウォークの時間発展は，「量子コイン」とも呼ばれる以下のような 2× 2

のユニタリ行列 U により定義される：

U =

[
a b

c d

]
∈ U(2).

但し，a, b, c, d ∈ C. このとき，U のユニタリ性から，

|a|2 + |c|2 = |b|2 + |d|2 = 1, ab+ cd = 0, c = −∆b, d = ∆a, |∆| = 1

が成り立つ．但し，z (z ∈ C)は zの複素共役で∆ = det(U) = ad− bcとおいた．
量子ウォークは，量子ウォーカーの動く向きを表す「左向き」と「右向き」の 2つのカイラ

リティ|L〉と |R〉を持ち， {
U |L〉 = a|L〉+ c|R〉,
U |R〉 = b|L〉+ d|R〉

が成り立つ．但し，

|L〉 =

[
1

0

]
, |R〉 =

[
0

1

]

量子ウォーカーの挙動の概念は図 2.2のようになる．

t 

t+1 

時間 

空間 

U 
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t 

t+1 

時間 

空間 

U 

図 2.2: 量子ウォーカーの挙動 [22]

古典ランダムウォークでは，左に移動する確率が p (p ∈ R)，右に移動する確率が q (q ∈ R)
というように，各格子点に対して実数が与えられていた．これに対して，量子ウォークでは，右
に移動する重みQ，及び左に移動する重み P を

P =

[
a b

0 0

]
, Q =

[
0 0

c d

]

で定義される 2× 2の正方行列 P, Qでそれぞれ定義する．但し，

U = P +Q.

これより，量子ウォークは古典ランダムウォークの最も自然な量子化とみなすことが出来る．

Quantum walk 

図 2.3: 量子ウォークの概念図

「アダマールウォーク (Hadamard walk)」は量子ウォークの中で最も活発に研究されてきた
モデルで，1次元系では時間発展作用素が以下のユニタリ行列で定義される：

H =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
.

15



Hは「アダマール行列」，「アダマール作用素」，「アダマールゲート」などと呼ばれる．アダマー
ル行列は各成分の絶対値の 2乗が 1/2であるため，アダマールウォークは原点対称性を持つ古
典ランダムウォークに対応する量子ウォークと考えることも出来る．ここで，「原点対称性を持
つ」とは，左右に確率 1/2でウォーカーが移動するものをいう．しかし，アダマールウォーク
と古典ランダムウォークとは本質的な違いがある．例えば，アダマールウォークでは原点にお
ける初期状態が ϕ = T[1/

√
2, i/

√
2]の場合の確率分布は対称 [33]となるが，その形状は古典ラ

ンダムウォークの分布と全く異なる（図 2.6参照)．また，アダマールウォークの確率分布の対
称性は初期状態に強く依存する．古典ランダムウォークの確率分布は正規分布で近似されるが，
アダマールウォークでは逆釣鐘型に複雑に振動する．一般の量子ウォークに対しても同様に，
古典ランダムウォークとは本質的な違いがある．

2.2.3 時間発展と確率分布

量子ウォークの時間発展と量子ウォーカーの存在確率を定義する．量子ウォークの時間発展
は，ユニタリ行列と初期状態によって完全に決定される．特性関数や k次モーメント，極限定
理などの初期状態依存性を調べることは，量子ウォークの理論研究において非常に意義のある
ことである．
時刻 tでの量子ウォークXtを考える．原点での初期状態をϕ = T[α, β] (α, β ∈ R, |α|2+|β|2 = 1)

とおく．

注意：量子ウォークXtは，古典ランダムウォークの場合のように独立同分布の確率変数列{Yi}i∈N
を用いてXt = Y1 + Y2 + · · ·Ytのように表すことはできない．

時間発展作用素が以下で定義される場所に依存する量子ウォークを考える.

Ux =

[
ax bx
cx dx

]
(x ∈ Z).

Uxに対して，

Px =

[
ax bx
0 0

]
, Qx =

[
0 0

cx dx

]
とおく．
量子ウォーカーの時刻 t場所 xにおける確率振幅 Ψt(x) ∈ C2 を

Ψt(x) =

[
ΨL

t (x)

ΨR
t (x)

]

とおく．（ΨL
t (x)が確率振幅の左向きのカイラリティ，ΨR

t (x)が右向きのカイラリティにそれぞ
れ対応する）このように，量子ウォークでは各時刻 tにおいて各場所 xに確率振幅Ψt(x)がお
かれていると考える．
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図 2.4: 量子ウォークの時刻 tにおける状態

このとき，量子ウォークは次の漸化式に従って時間発展をする．

Ψt+1(x) = Px+1Ψt(x+ 1) +QxΨt(x− 1).

以上ような設定で，時刻 t場所 xに量子ウォーカーが存在する確率 P (Xt = x)を

P (Xt = x) = |ΨL
t (x)|2 + |ΨR

t (x)|2

で定義する．
ここで，P (Xt = x)の組み合わせ論的な別の表現を紹介する．まず，時刻 tまでに左に l回，

右に r回移動するパスの重みの総和を

Ξt(l, r) =
∑
lj ,rj

P l1Qr1P l2Qr2 · · ·P ltQrt .

とおく．但し，l, r ∈ Rは l + r = t, −l + r = xを満たすとする．このとき，Xt = xとなる確
率 P (Xt = x)は次のようにも書き表すことができる：

P (Xt = x) = (Ξt(l, r)ϕ)
∗(Ξt(l, r)ϕ) = ‖Ξt(l, r)ϕ‖2.

但し，“ ∗ ”は随伴作用素を表す．これにより，量子ウォークの確率分布が定義される．また，
以下のような∞×∞ のユニタリ行列を導入する．

U (s) =



. . .
...

...
...

... · · ·
· · · O P−1 O O O · · ·
· · · Q−2 O P0 O O · · ·
· · · O Q−1 O P1 O · · ·
· · · O O Q0 O P2 · · ·
· · · O O O Q1 O · · ·
· · · ...

...
...

...
. . .


但し， O =

[
0 0

0 0

]
. (2.3)

このユニタリ行列を用いると時刻 t の量子ウォーカーの状態は，

Ψt = (U (s))tΨ0

と表される．
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2.3 量子ウォークの測度
近年，量子ウォークから様々な測度を構成できることが分かってきた [25, 26, 27, 28]．ここ

では，本論文の主題でもある定常測度と時間平均極限測度を導入する．時刻 tでの系全体の確
率振幅ベクトルを

Ψt =
T[· · · ,ΨL

t (−1),ΨR
t (−1),ΨL

t (0),Ψ
R
t (0),Ψ

L
t (1),Ψ

R
t (1), · · · ] ∈ (C2)Z

とおく．また，U (s)を式 (2.3)で定義される系全体の時間発展を決定する∞×∞のユニタリ行
列とする．ここで，量子ウォークの初期状態に関する以下の集合A0を導入する：

A0 = {Ψ0 ∈ CZ \ {0} : U (s)Ψ0 = Ψ0}.

但し，0 = T[· · · , 0, 0, 0, · · · ]は各成分が 0のベクトルである．集合A0の要素は系の時間発展に
対して変化しないので，「定常確率振幅 (stationary probability amplitude)」と呼ばれる．また，
系の初期状態が Ψ0のときの時刻 t場所 xに量子ウォーカーが存在する測度 µt(x)を以下で定
める．

µt(x) = ‖Ψt(x)‖2 = |ΨL
t (x)|2 + |ΨR

t (x)|2.

このとき，写像 ρ : (C2)Z → RZ
+を次のように定める．

Ψ = T

[
· · · ,

[
ΨL(−1)

ΨR(−1)

]
,

[
ΨL(0)

ΨR(0)

][
ΨL(1)

ΨR(1)

]
, · · ·

]
∈ (C2)Z. (2.4)

に対して，µ(x) = ρ(Ψ(x))を

µ(x) = ρ(Ψ(x)) = |ΨL(x)|2 + |ΨR(x)|2 (x ∈ Z) (2.5)

で定義する．µ(x)は，写像 ρを各 x(∈ Z)毎に取り出したものである．さらに，以下のような
測度の集合 B0を導入する:

B0 = {ρ(Ψ0) ∈ RZ
+ \ {0} : Ψ0 ∈ CZは，任意の n ≥ 0に対して，ρ((U (s))tΨ0) = ρ(Ψ0)}.

B0の元を「定常測度 (stationary measure)」と呼ぶ．
次に，Ψt(x)の t → ∞の極限が存在するとき，その極限Ψ∞(x)を

Ψ∞(x) = lim
t→∞

Ψt(x) (x ∈ Z).

と書く．さらに，Ψt(x)の時間平均とその極限Ψt(x)を以下のように書く．

ΨT (x) =
1

T

T−1∑
t=0

Ψt(x), Ψ∞(x) = lim
T→∞

1

T

T−1∑
t=0

Ψt(x).
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また，以下のように集合A∞とA∞を導入する：

A∞ = {Ψ∞ = ΨΨ0
∞ ∈ CZ \ {0} : Ψ0 ∈ CZ}, A∞ = {Ψ∞ = Ψ

Ψ0

∞ ∈ CZ \ {0} : Ψ0 ∈ CZ}.

但し，ΨΨ0
∞，および，Ψ

Ψ0

∞ はµ∞の初期状態Ψ0への依存性を表す．A∞の要素を「極限確率振幅
(limit probability amplitude)」，A∞の要素を「時間平均確率振幅 (time-averaged probability

amplitude)」という．A0 ⊂ A∞ ⊂ A∞の関係がある．
次に，µt(x)に t → ∞の極限が存在するとき，その極限 µ∞(x)を

µ∞(x) = lim
t→∞

µt(x).

と書く．さらに，µt(x)の時間平均とその極限 µ∞(x)を以下のように書く．

µT (x) =
1

T

T−1∑
t=0

µt(x), µ∞(x) = lim
T→∞

1

T

T−1∑
t=0

µt(x).

そして，次のような測度の集合 B∞と B∞を導入する：

B∞ = {µ∞ = µΨ0
∞ ∈ RZ

+ \ {0} : CZ}, B∞ = {µ∞ = µΨ0
∞ ∈ RZ

+ \ {0} : CZ}.

但し，µΨ0
∞，およびµΨ0

∞ はµ∞の初期状態依存性を表す．B∞の要素を「極限測度 (limit measure)」，
B∞の要素を「時間平均極限測度 (time-averaged limit mesure)」と呼ぶ．B0 ⊂ B∞ ⊂ B∞の関
係がある．また，任意の x ∈ Zに対して，以下が成り立つことが知られている．

µ∞(x) = ‖Ψ∞(x)‖2, µ∞(x) = ‖Ψ∞(x)‖2.

2.4 量子ウォークの性質
離散時間量子ウォークには，古典ランダムウォークとは異なる顕著な性質がある．時間が十

分に経過したときに量子ウォーカーが高い確率で原点付近に見つかる「局在化」，量子ウォー
カーが時間に関して「線型的な広がり」をすること，および「逆釣鐘型」の確率分布をするこ
とである．ここでは，これらの性質を詳しく解説する．

2.4.1 局在化

量子ウォーク特有の性質として，時間が十分に経過したときに出発点付近で量子ウォーカー
が見つかりやすい「局在化」というものがある．局在化は数学的には，時間が十分に経過した
ときに出発点に戻る確率が正になることで定義される．
まず，原点から出発するアダマールウォークXtの再帰確率 (return probability)について考える．
但し，tは時刻を表す．簡単のため，量子ウォーカーの初期状態は原点では ϕ = T[1/

√
2, i/

√
2]

とする．このとき，原点から出発し時刻 tに原点に戻る確率を

pt(0) = P (Xt = 0)
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とおく．奇数時刻では戻れない，即ち，p2n+1 = 0 (t ≥ 0) となることに注意する．ここで，ア
ダマールウォークの時間発展作用素は以下で定義された：

H =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
.

このとき，実際にいくつかの時刻でのアダマールウォークの再帰確率を計算すると，

p0(0) = 1, p2(0) = 0.5, p4(0) = p6(0) = 0.125, p8(0) = p10(0) = 0.07031 · · · .

など [29]．p2t(0)はルジャンドル多項式 Pt(x)を用いて次のように表すことができる [29].

命題 1.

p2t(0) =
1

2

{
{Pt−1(0)}2 + {Pt(0)}2

}
(t ≥ 1).

但し，p0(0) = 0.

実は，1次元系の離散時間量子ウォークの中でも，時間発展が場所に依存しない一様なモデ
ルに関しては，2状態では局在化が起こらず 3状態以上で局在化が起こり得ることが分かって
いる [15, 22]．ここで，「3状態」とは，量子ウォーカーが最近接に移動する，もしくはその場に
留まる 3状態を取り得ることをいう．ここで，局在化は時間平均極限測度を用いて以下のよう
に数学的に定義される．

定義 1. 量子ウォーカーが原点から出発する離散時間量子ウォークに対して局在化が起こると
は，以下が成り立つことと定義する．

µ∞(0) = lim sup
t→∞

1

T

T−1∑
t=0

P (Xt = 0) > 0.

•1次元系で局在化が起こる例：3状態グローヴァーウォーク

図 2.5: 青線：グローヴァーウォークの確率分布, 赤線：古典ランダムウォークの確率分布, 横
軸：場所，縦軸：確率，時刻：500, (今野紀雄教授 講演録，お茶の水女子大学 (2011)[24])
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2.4.2 弱収束の極限定理

ここでは，以下のユニタリ行列で定義される場所 x ∈ Zに関して一様な量子ウォークXtに
対するある種の極限定理を紹介する．

Ux =

[
a b

c d

]
, a, b, c, d ∈ R, abcd 6= 0.

この極限定理は古典系の中心極限定理に対応しており，量子ウォークの長時間極限における振
舞いの特性，特に量子ウォーカーの線型的な広がりや逆釣鐘型の確率分布を記述する．

定理 6. [21] t → ∞のとき，

Xt

t
⇒ Z (2.6)

となる．ここで，Zの密度関数は x ∈ (−|a|, |a|)に対して，

fK(x; a) =

√
1− |a|2

π(1− x2)
√

|a|2 − x2
I(−|a|,|a|)(x)

{
1−

(
|α|2 − |β|2 + aαbβ

|a|2

)
x

}
と表される．但し，|x| ≥ aに対しては，f(x; a) = 0であることに注意する. 但し，

IA(x) =

{
1 (x ∈ A),

0 (x ∈ X \ A).

．また，Yt ⇒ Y は，Ytが確率変数 Y に弱収束することを意味する．

式 (2.6) は−∞ < a < b < ∞ なる a, b ∈ R に対して，

lim
t→∞

P

(
a ≤ Xt

t
≤ b

)
=

∫ b

a

fK(x; a)dx

となることと同値である．

• アダマールウォークの場合 [21]：

Xt

t
⇒ ZH

ZH の密度関数は，

fH(x) = w(x)fK(x; 1/
√
2)

但し，w(x) = 1− (|α|2 − |β|2 + αβ + αβ)x.
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図 2.6: 青線：アダマールウォークの確率分布, 赤線：古典ランダムウォークの確率分布, 横軸：
場所，縦軸：確率，時刻：500, (今野紀雄教授 講演録，お茶の水女子大学 (2011)[24])

2.4.3 ユニバーサリティクラス

最後に，1次元系における 2状態のアダマールウォークを例に量子ウォークのユニバーサリ
ティクラスの概念について簡単に解説する．時刻 0におけるx ∈ Zでの量子ウォーカーの状態が

Ψ0(x) =
T[1/

√
2, i/

√
2]δ0(x)

である場合を考える．但し，δ0(x)は，デルタ測度とする．このとき弱収束極限測度は，

µ(Ψ0)(x) = fK(x; 1/
√
2)

となる．実は，一般に場所 x ∈ Zにおける時間発展作用素が

Ux =

[
ax bx
cx dx

]
で定義される量子ウォークの弱収束極限測度は以下のような形になることが期待されている：

あるC ∈ [0, 1)と有理多項式w(x)が存在して，

µΨ0(dx) = Cδ0(x) + (1− C)w(x)fK(x; r)dx.

このような弱収束極限測度を持つ量子ウォークの全体を U とおく．即ち，その弱収束極限測度
は出発点の原点におけるデルタ測度 δ0(x)（局在化に対応） および，関数 fK(x; r) により特徴
づけられる（絶対連続な） w(x)fK(x; r)dx の線型結合になっている．こうして定義されるクラ
ス U は，参考文献 [25] の中で量子ウォークの「ユニバーサリティクラス」の 1つとして導入さ
れた．現在，U に属している量子ウォークはいくつか見つかっており，それら量子ウォークに
対しては，有理関数 w(x) が比較的次数の低い多項式で書けることが分かっている．
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第3章 時空間母関数法

量子ウォークの漸近挙動を厳密に解析するためにフーリエ解析による方法 [11]や停留位相法
[19]，CGMV法 [4]などいくつかの定石的手法が構築されてきた．フーリエ解析による方法や停
留位相法などは，量子ウォーカーの挙動が空間に依存しない量子ウォークの漸近挙動の解析に
は強力な手法であるが，本章で解説する時空間母関数法 [5, 25, 29]は空間的に非一様ないくつ
かの量子ウォークに対しても適用可能であることが分かっている [7, 25, 28]．時空間母関数法
は本論文の研究で用いる主要な解析手法の 1つであるため，パスの重みの母関数の構成から局
在化に対応する時間平均極限測度の定式化まで詳しくまとめる．尚，本章は，参考文献 [29]を
もとにした時空間母関数法のレヴューである．

3.1 設定
量子ウォーカーの挙動が場所に依存する非一様量子ウォーク，特に各場所 x(∈ Z)に対して時

間発展作用素が以下のユニタリ行列 Uxで与えられるモデルを考える．

Ux =

[
ax bx
cx dx

]
.

但し，ax, bx, cx, dx ∈ C, axbxcxdx 6= 0．また，∆x = detUxとおく．
量子ウォークの全体空間は，

H = HP ⊗HC

で定義されるヒルベルト空間だった（第 2章参照）．但し，

HP = Span{|x〉 : x ∈ Z}, HC = Span{|L〉, |R〉}.

また，

|L〉 = T[1, 0], |R〉 = T[0, 1]

は，各々左向きと右向きのカイラリティである．このとき，モデルの時間発展は以下で定義さ
れる．

U = SC. (3.1)

(3.2)
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但し，C, Sは以下で定義されるH上の演算子である．

C =
∑
x

|x〉〈x| ⊗ Ux,

S|x, J〉 =

{
|x+ 1, R〉 (j = R),

|x− 1, L〉 (j = L).

3.2 パスの重みの母関数
ここでは，本論文で時間平均極限測度を構成する際に用いたパスの重みの母関数を構成する．

(1) 量子ウォーカーが場所 xから出発して，{y ∈ R : x ≤ y}の領域を移動しながら時刻 tに初
めて場所 xに戻ってくるパスの場合：

F (+)(x, t)：パスの重みの総和とする．例えば 1次元系で，原点から出発し時刻 6で初めて原点
に戻る場合，以下のようになる．

F (+)(0, 6) = P1P2P3Q2Q1Q0 + P1P2Q1P2Q1Q0.

簡単な計算により，ある f (+)(x, t) ∈ Rが存在して

F (+)(0, 6) = f (+)(x, t)|L〉〈R|U0 = f (+)(x, t)R0.

となることが分かる．

注意: F (+)(x, t)の定め方より，各パスは Qxで始まり Pxで終わるので，一般に F (+)(x, t) =

f (+)(x, t)Rxとなる f (+)(x, t) ∈ R が存在することが分かる．但し，

Rx = |L〉〈R|Ux =

[
cx dx
0 0

]
.

ここで，以下の 2種類の母関数を導入する：{
F̃

(+)
x (z) =

∑
t≥0 F

(+)(x, t)zt,

f̃
(+)
x (z) =

∑∞
t=2 f

(+)(x, t)zt.

注意: F̃
(+)
x (0) = O2, f̃

(+)
x (0) = 0．但し，O2は 2× 2のゼロ行列である．

このとき，

F̃ (+)
x (z) = f̃ (+)

x (z)Rx. (3.3)
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と書けることが分かる．

(2) 量子ウォーカーが場所 xから出発して，{y ∈ R : y ≤ x}の領域を移動しながら時刻 tに初
めて xに戻るパスの場合：

F (−)(x, t)：パスの重みの総和とする．例えば，

F (−)(x, 2) = Qx−1Px, F (−)(x, 4) = Qx−1Qx−2Px−1Ox.

注意: F (−)(x, t)の定め方より，各パスはPxで始まりQxで終わるため，一般に F (−)(x, t) = βSx

となる f (−)(x, t) ∈ Rが存在することが分かる．但し，

Sx = |R〉〈L|Ux =

[
0 0

ax bx

]
.

例えば，

F (−)(0, 4) = Q−1Q−2P−1P0 = a−1d−1c−2S0.

より，それぞれ f (−)(x, t) = cx−1, f
(−)(x, t) = ax−1dx−1cx−2を得る．ここで，以下の 2種類の母

関数を導入する： {
F̃

(−)
x (z) =

∑∞
t=2 F

(−)(x, t)z2,

f̃
(−)
x (z) =

∑∞
t=2 f

(−)(x, t)zt.

注意：F̃
(−)
x (0) = O2, f̃

(−)
x (0) = 0．

このとき，

F̃ (−)
x (z) = f̃ (−)

x (z)Sx　 (3.4)

と書けることが分かる．

(3) 量子ウォーカーが場所 xから出発して，{y ∈ R : x ≤ y}の領域を移動しながら再び xに戻
るようなパスの場合：

Ξ(+)(x, t)：パスの重みの総和とする．例えば，

Ξ(+)(0, 4) = P1P2Q1Q0 + P1Q0P1Q0.

Ξ(+)(x, t)の母関数を導入する：

Ξ̃(+)(z) =
∞∑
t=0

Ξ(+)(x, t)zt.

25



このとき，Ξ(+)(x, t)は次のように計算される．

Ξ̃(+)
x (z) = I + F̃ (+)

x (z) + (F̃ (+)
x (z))2 + (F̃ (+)

x (z))3 + · · ·

= I + F̃ (+)
x (z)

(
I + F̃ (+)

x (z) + (F̃ (+)
x (z))2 + (F̃ (+)

x (z))3 + · · ·
)

= I + F̃ (+)
x (z)Ξ̃(+)

x (z).

但し，Iは 2× 2の単位行列．これより，

Ξ̃(+)
x (z) = (I − f̃ (+)

x (z)Rx)
−1 =

[
1− cxf̃

(+)
x (z) −dxf̃

(+)
x (z)

0 1

]−1

(3.5)

=
1

1− cxf̃
(+)
x (z)

[
1 dxf̃

(+)
x (z)

0 1− cxf̃
(+)
x (z)

]

が得られる．さらに，F̃
(+)
x (z)の定義より，

F̃ (+)
x (z) = zPx+1Ξ̃

(+)
x+1(z)Qx (3.6)

が導かれる. 従って，式 (3.6)に式 (3.3)，(3.6)を代入して，

f̃ (+)
x (z) =

z2
(
∆x+1f̃

(+)
x+1(z) + bx+1

)
1− cx+1f̃

(+)
x+1(z)

を得る．これより，

f̃ (+)
x (z) = −z2∆x+1

cx+1

(
1− |ax+1|2

1− cx+1f̃
(+)
x+1(z)

)

となる．

(4) 量子ウォーカーが場所 xから出発して，{y ∈ R : y ≤ x}の領域を移動しながら再び xに戻
るようなパスの場合：

Ξ(−)(x, t)：パスの重みの総和とする．例えば，

Ξ(−)(0, 4) = Q−1Q−2P−1P0 +Q−1P0Q−1P0.

Ξ(−)(x, t)の母関数を導入する：

Ξ̃(−)
x (z) =

∞∑
t=0

Ξ(−)(x, t)zt.
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Ξ̃
(+)
x (z)のときと同様の議論により，

Ξ̃(−)
x (z) = I + F̃ (−)

x (z)Ξ̃(−)
x (z)

が導かれる．従って，

Ξ̃(−)
x (z) = (I − F̃ (−)

x (z))−1

となる．F
(−)
x (z)の定義より，

F̃ (−)
x (z) = zQx−1Ξ̃

(−)
x−1(z)zPx

が導かれる. 故に，

f̃ (−)
x (z) = −z2∆x−1

bx−1

(
1− |dx−1|2

1− bx−1f̃
(−)
x−1(z)

)

を得る．

(5) 原点から出発して時刻 tに場所 xに到達するパスの場合：

Ξ(x, t)：パスの重みの総和とし，以下の母関数を導入する：

Ξ̃x(z) =
∞∑
t=0

Ξ(x, t)zt.

1. x = 0の場合：Ξ̃0(z)と F̃
(±)
0 (z)の関係から，

Ξ̃0(z) = I +
(
F̃

(+)
0 (z) + F̃

(−)
0 (z)

)
+
(
F̃

(+)
0 (z) + F̃

(−)
0 (z)

)2
+ · · ·

= I +
(
F̃

(+)
0 (z) + F̃

(−)
0 (z)

)
Ξ̃0(z)

が導かれる．式 (3.3)と式 (3.4)より，

F̃
(+)
0 (z) + F̃

(−)
0 (z) =

[
c0f̃

(+)
0 (z) d0f̃

(+)
0 (z)

a0f̃
(−)
0 (z) b0f̃

(−)
0 (z)

]

が得られる．従って，

Ξ̃0(z) =
1

γ(z)

[
1− b0f̃

(−)
0 (z) d0f̃

(+)
0 (z)

a0f̃
(−)
0 (z) 1− c0f̃

(−)
0 (z)

]

を得る．但し，

γ(z) = 1− c0f̃
(+)
0 (z)− b0f̃

(−)
0 (z)−∆0f̃

(+)
0 (z)f̃

(−)
0 (z)
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とおいた．

2. x ≥ 1の場合：Ξ̃x(z)の定義より，

Ξ̃x(z) = Ξ̃(+)
x (z)zQx−1Ξ̃x−1(z) (3.7)

が成り立つ．0 ≤ y ≤ xなる y ∈ Zに対して

|u(+)
y 〉 =

[
λ̃
(+)
y (z)f̃

(+)
y (z)

z

]
, |v(+)

y 〉 =

[
cy
dy

]

とおく．但し，λ̃
(+)
y (z) = zdy/(1− cyf̃

(+)
y (z))とおいた. このとき

〈v(+)
y , u(+)

y 〉 = ˜λ(+)
y(z)

が成り立つ．式 (3.7)に注意すると，

Ξ̃(+)
x (z)zQx−1 = |u(+)

x 〉〈v(+)
x−1| (3.8)

が分かる．式 (3.7)，(3.8)より，Ξ̃x(z)は以下のように書き表される.

Ξ̃x(z) = |u(+)
x 〉〈v(+)

x−1|Ξ̃x−1(z)

= |u(+)
x 〉〈v(+)

x−1, u
(+)
x−1〉 · · · 〈v

(+)
1 , u

(+)
1 〉〈v(+)

0 |Ξ̃0(z)

= 〈v(+)
x−1, u

(+)
x−1〉 · · · 〈v

(+)
1 , u

(+)
1 〉|u(+)

x 〉〈v(+)
0 |Ξ̃0(z)

= λ̃
(+)
x−1(z) · · · λ̃

(+)
1 (z)

[
λ̃
(+)
x (z)f̃

(+)
x (z)

z

]
[c0 d0]Ξ̃0(z).

特に，x = 1の場合は,

Ξ̃1(z) =

[
λ̃
(+)
1 (z)f̃

(+)
1 (z)

z

]
[c0 d0]Ξ̃0(z)

とする．

3. x ≤ −1の場合：同様にして以下のように対応する結果を得ることができる．定義より，

Ξ̃x(z) = Ξ̃(−)
x (z)zPx+1Ξ̃x−1(z)

が成り立つことに注意する．まず，x ≤ y ≤ 0なる x, y ∈ Zに対して，

|u(−)
y 〉 =

[
z

λ̃
(−)
y (z)f̃

(−)
y (z)

]
, |v(−)

y 〉 =

[
ay
by

]
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とおく．但し，λ̃
(−)
y (z) = zay/(1− byf̃

(−)
y (z)). このとき,

〈v(−)
y , u(−)

y 〉 = ˜λ(−)
y(z)

が成り立つ．故に，

Ξ̃(−)
x (z)zPx+1 = |u(−)

x 〉〈v(−)
x+1|

が分かり，Ξ̃x(z)は以下のように計算される．

Ξ̃x(z) = |u(−)
x 〉〈v(−)

x+1|Ξ̃x+1(z)

= |u(−)
x 〉〈v(−)

x+1, u
(−)
x+1〉 · · · 〈v

(−)
−1 , u

(−)
−1 〉〈v

(−)
0 |Ξ̃0(z)

= 〈v(−)
x+1, u

(−)
x+1〉 · · · 〈v

(−)
−1 , u

(−)
−1 〉|u(−)

x 〉〈v(−)
0 |Ξ̃0(z)

= λ̃
(−)
x+1(z) · · · λ̃

(−)
−1 (z)

[
z

λ̃
(−)
x (z)f̃

(−)
x (z)

]
[a0 b0]Ξ̃0(z).

特に，x = −1の場合は，

Ξ̃−1(z) =

[
z

λ̃
(−)
−1 (z)f̃

(−)
−1 (z)

]
[a0 b0]Ξ̃0(z)

とする．以上をまとめると，以下の命題 2を得る．

命題 2. ∆x = det(Ux)とおく．このとき，Ξ̃x (x ∈ Z)は以下のようになる．

1. x = 0の場合:

Ξ̃0(z) =
1

γ(z)

[
1− b0f̃

(−)
0 (z) d0f̃

(+)
0 (z)

a0f̃
(−)(z) 1− c0f̃

(+)(z)

]
. (3.9)

2. |x| ≥ 1の場合:

Ξ̃x(z) =


λ̃
(+)
x−1(z) · · · λ̃

(+)
1 (z)

[
λ̃
(+)
x (z)f̃

(+)
x (z)

z

]
[c0 d0]Ξ̃0(z) (x ≥ 1),

λ̃
(−)
x+1(z) · · · λ̃

(−)
−1 (z)

[
z

λ̃
(−)
x (z)f̃

(−)
x (z)

]
[a0 b0]Ξ̃0(z) (x ≤ −1).

(3.10)

但し，

γ(z) = 1− c0f̃
(+)
0 (z)− b0f̃

(−)
0 (z)−∆0f̃

(−)
0 (z),

λ̃
(+)
x (z) = zdx/(1− cxf̃

(+)(z)), λ̃
(−)
0 (z) = zax/(1− bxf̃

(−)
x (z)).
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とおいた．また，f̃ (±)(z)は以下の関係式を満たす．
f̃
(+)
x (z) = −z2∆x+1

cx+1

(
1− |ax+1|2

1− cx+1f̃
(+)
x+1(z)

)
,

f̃
(−)
x (z) = −z2∆x−1

bx−1

(
1− |dx−1|2

1− bx−1f̃
(+)
x−1(z)

)
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第4章 本論文の先行研究

時間発展が空間に依存するタイプの量子ウォークに関する厳密な研究結果は少ない．ここで
は，本論文の 2つの研究に共通する先行研究，特に，1次元系において漸近挙動に関して厳密
な結果が得られている量子ウォークに関する結果を挙げる．詳細は各原論文を参考にして頂き
たい．

2状態一様量子ウォークの漸近挙動

(1) Konno, N., J. Math. Soc. Jpn. 57 (2005)[21].

モデル

場所 x ∈ Zに関する時間発展作用素が以下のユニタリ行列で与えられる場所に関して一様な量
子ウォーク.

Ux =

[
a b

c d

]
(a, b, c, d ∈ C).

�主な結果�

Xt：時刻 tにおける量子ウォーカーの場所を表す確率変数とする．このとき，Xt/tは密度関数

d(x) = fK(x; a)

[
1−

{
|α|2 − |β|2 + (aαbβ)

|a|2

}
x

]
(4.1)

を持つ確率変数に弱収束する．但し，

fK(x; a) =

√
1− |a|2

π(1− x2)
√
|a|2 − x2

I(−|a|,|a|)(x).

ここで，IA(x)は，定義関数：

IA(x) =

{
1 (x ∈ A),

0 (x ∈/A).

尚，対称な分布のときは，式 (4.1)の括弧 { }の中が 0になる．
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この研究により，1次元系における空間に依存しない一様量子ウォークは局在化を起こさな
いことが数学的に示された．

非一様量子ウォークの漸近挙動

(2) Konno, N. et al., QIP 12 (2013)[25].

モデル

各場所 x ∈ Zに対する時間発展作用素が以下の形のユニタリ行列で与えられる量子ウォーク．

Ux =



[
a b

c d

]
(x 6= 0),

[
a0 b0
c0 d0

]
(x = 0).

但し，a, b, c, d, a0, b0, c0, d0 ∈ C. また，det(Ux) = det(U0)と仮定する．
このモデルは，原点にのみ不純物がある量子ウォークとみなすこともできる．

�主な結果�

量子ウォーカーが初期状態 ϕ0 =
T[α, β], (α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1)で原点から出発する場合

を考える．

• 時間平均極限測度

ここでの結果は，本論文の研究で非常に重要になってくるため，結果を詳細に記述する．上
記モデルに対する時間平均極限測度は各場所 x ∈ Zに関して以下のように表される．

定理 7. 1. x = 0 の場合．

µ(Ψ0)
∞ (0) = I{|c|2>m}

1

2

(
2(|c|2 −m)

1− 2m+ |c|2

)2

,

2. |x| ≥ 1の場合．

µ(Ψ0)
∞ (x) = µ(Ψ0)

∞ (0)
|c|2(1−m)

(|c|2 −m2)(1− 2m+ |c|2)

(
|a|2

1− 2m+ |c|2

)|x|−1

×

{
(1 + |c0|2 − 2m2/|c|2)|α|2 + |a0|2|β|2 + 2<(αβd0(c0 −m/c)) (x ≥ 1),

(1 + |c0|2 − 2m2/|c|2)|β|2 + |a0|2|α|2 − 2<(αβd0(c0 −m/c)) (x ≤ −1).
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• 弱収束極限測度

Xt/tは密度関数
ρ(x) = Cδ(x) + w(x)fK(x; |a|)

を持つ確率変数Zに弱収束する．但し，

w(x) =
|c|2x2

(|c|2 −m)2 + (|c|2 −m2)x2

[
γ(x)− |a0|2

{
(|α|2 − |β|2)2<(aαbβ)

|a0|2

}]
.

ここで，

γ(x) =

{
|α|2(1− 2m+ |c0|2) + |β|2|a0|2 + 2<(a0α(b− b0)β) (x ≥ 0),

|β|2(1− 2m+ |c0|2) + |α|2|a0|2 − 2<(a0α(b− b0)β) (x < 0).

例 ：アダマールウォーク+1-defectの場合
以下のようなモデルで具体的に漸近挙動を記述する測度を求める．

Ux =



1√
2

[
1 1

1 −1

]
(x 6= 0)

[
1 0

0 −1

]
(x = 0)

1. 時間平均極限測度：

µ∞(0) =
2

9
, (4.2)

µ∞(x) =
4

9

(
1

3

)|x|

. (4.3)

2. 弱収束極限定理：

ρ(x) = Cδ(x) + w(x)fK(x; 1/
√
2),

但し， 
C =

∑
x µ∞(x) =

2

3
,

w(x) =
2x2

1 + 2x2

[
γ(x)−

{
(|α|2 − |β|2) + <(αβ)x

}]
.

ここで，

γ(x) =

{
1 +

√
2<(αβ) (x ≥ 1),

1−
√
2<(αβ) (x ≤ −1).
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グローヴァーウォークの漸近挙動

(2)Inui, N., Konno, N., and Segawa, E., Phys. Rev. E, 72, 056112, (2005)[15].

モデル

3状態のグローヴァーウォークの時間発展作用素は，以下のユニタリ行列で与えられる．

U (G,3) =
1

3

−1 2 2

2 −1 2

2 2 −1

 .

U (G,3)を以下のように分解する．

U (G,3) = UL + U0 + UR.

但し，

UL =
1

3

−1 2 2

0 0 0

0 0 0

 , U0 =
1

3

0 0 0

2 −1 2

0 0 0

 , UR =
1

3

0 0 0

0 0 0

2 2 −1

 .

であり，ULは量子ウォーカーの左向きの移動に，ULは量子ウォーカーの左向きの移動に対応
しU0は同じ場所にとどまることに対応する．ここで，時刻 t場所 xにおける量子ウォーカーの
確率振幅を

Ψt(x) =

 ΨL
t (x)

Ψ0
t (x)

ΨR
t (x)

 .

とおく．このとき，3状態グローヴァーウォークの時間発展は以下の漸化式で定義される．

Ψt+1(x) = ULΨt(x+ 1) + U0Ψt(x) + URΨt(x− 1), (4.4)

�主な結果�

一次元系において，3状態以上では起こり得ることを証明した．その例として，3状態グロー
ヴァーウォークに対して時間平均確率を導出し，局在化が起こることを示した．
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第5章 Wojcikモデルの極限定理

本章の研究では，Wojcik et al. [47]で導入され研究された，アダマールウォークの原点だけ
に位相を加えた空間的に非一様な量子ウォークを扱う．本論文ではこのモデルを「Wojcik モデ
ル」と呼ぶことにする．具体的には，はじめにパスの方法 [23]を用いて原点における時間平均
極限測度を導出した．続いてパスの重みの母関数を用いて原点以外の位置における時間平均極
限測度を導出した．量子ウォークの局在化は数学的には時間平均極限測度を用いて定式化され
る [28]．Konno et al. [25] によれば，1次元系におけるいくつかの 2状態量子ウォークでは時間
平均極限測度は定常測度と深く関係している．そこで，Wojcik モデルの固有方程式をその解の
母関数を用いて解き，定常測度を導出し 2つの測度の関係を調べた．また，1次元系 2状態の
場所に関して一様な量子ウォークは局在化を起こさないことが知られている [21, 22]. 尚，パス
の方法による時間平均極限測度の導出は今野紀雄教授 (横浜国立大学)が行ったものであり，私
は結果や導出過程の確認，考察を行った．本章ではまず，本章の研究の研究背景を紹介し，続
いてWojcik モデルの極限定理について研究した内容 [27, 28]をまとめる．本章の研究は，アダ
マールウォークに一点不純物を加えた別のモデルに関する研究 [7]も参考にした．

5.1 研究背景
Wojcik et al. [47]は，1次元系においてアダマールウォークの原点に位相ω = e2πiφ (φ ∈ (0, 1))

が付加された量子ウォークに対して固有値問題

(U (s))2Ψ = λΨ (λ ∈ C, |λ| = 1) (5.1)

を漸化式を用いて解き，場所に関して一様な量子ウォークの 1点に位相 (不純物)を付加すると
顕著に局在化が起こることを示した．但し，U (s)はこのモデルの時間発展を定義する∞×∞
のユニタリ行列である．固有値問題 (5.1)は 2ステップ毎の状態に対応している．
Wojcik et al. [47]によれば，固有値問題 (5.1)の解は以下のようになる．

λ± =
ω − 2ω2 + ω3 ± iω(1− ω + ω2)

1− 2ω + 2ω2
． (5.2)

また，固有状態を

|Ψ〉 =
∑
t

(αt|0〉|t〉+ βt|1〉|t〉)

とおく．但し，αt, βt ∈ C, |0〉 = T[1, 0], |1〉 = T[0, 1] であることに注意する. 特に，(U (s))2に対
する固有値問題を考えているので αt = α2t, βt = β2t とおくと，
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α
(±)
t =

{
Cxt

± (t ≥ 1),

C(ω ∓ iω ± i)x−t
± (t ≤ −1),

β
(±)

t =

{
C(1− ω ∓ iω)xt

± (t ≥ 1),

∓iCx−t
± (t ≤ −1)

を得る．但し，

x± =
1

2 cos(2πφ)∓ sin(2πφ)− 3
, C =

√
1 + x±

2

である．Wojcik et al. [47]の研究では，時間平均極限測度や定常測度など局在化を表す具体的
な数学的表式は得られていない．
このような背景から，本章の研究ではWojcik et al. [47]で導入され研究された量子ウォーク

に対して局在化に対応する時間平均極限測度，および定常測度を導出し 2つの関係を明らかに
することで，Wojcik モデルと同じタイプの量子ウォークの漸近挙動，特に局在化の解析方法の
構築につなげることを目的とした．

5.2 研究内容

5.2.1 モデル

まず，アダマール行列Hを与える．

H =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
.

本章の研究では，各場所 x ∈ Zに対して時間発展作用素が以下のユニタリ行列で与えられる
量子ウォークを扱う．

Ux =



1√
2

[
1 1

1 −1

]
(x 6= 0),

ω√
2

[
1 1

1 −1

]
(x = 0).

(5.3)

但し，ω = e2πiφ, φ ∈ (0, 1)とする. このモデルはアダマールウォークの原点にのみ位相ω = e2πiφ

が付加された量子ウォークで，φ → 0とすると，アダマールウォークになる．また，detU0 =

ω 6= −1 = detUx (x ∈ Z \ {0}) であることに注意する．本論文では，この量子ウォークを特に
「Wojcik モデル」と呼ぶことにする．
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5.2.2 時間発展

Wojcik モデルのユニタリ行列 Uxを以下のように分解する．

Ux = Px +Qx (x ∈ Z).

但し，

Px =



1√
2

[
1 1

0 0

]
(|x| ≥ 1),

ω√
2

[
1 1

0 0

]
(x = 0).

, Qx =



1√
2

[
0 0

1 −1

]
(|x| ≥ 1),

ω√
2

[
0 0

1 −1

]
(x = 0).

であり，Pxは量子ウォーカーの左向きの移動に対応しQxは右向きの移動に対応する．ここで，
時刻 t場所 xにおける量子ウォーカーの確率振幅を

Ψt(x) =

[
ΨL

t (x)

ΨR
t (x)

]
とおくと，Wojcik モデルの時間発展は Px, Qxにより以下の漸化式に従って定義される．

Ψt+1(x) = Px+1Ψt(x+ 1) +Qx−1Ψt(x− 1)

即ち， [
ΨL

t+1(x)

ΨR
t+1(x)

]
=

[
ax+1Ψ

L
t (x+ 1) + bx+1Ψ

R
t (x+ 1)

cx−1Ψ
L
t (x− 1) + dx−1Ψ

R
t (x− 1)

]
.

量子ウォーカーが時刻 tに場所 xに存在する確率を

P (Xt = x) = ‖|Ψt(x)〉‖2 = 〈Ψt(x)|Ψt(x)〉

で定義する.

時刻 0における量子ウォーカーの原点における確率振幅を

|Ψ0(0)〉 = T[α, β]

とする．但し，α, β ∈ C であり，T は転置作用素を表す.

5.3 研究結果

5.3.1 原点における時間平均極限測度

組み合わせ論的な手法であるパスの方法によるWojcik モデルの時間平均極限測度の研究結
果 [28]をまとめる．尚，モデルは原点から出発する場合を考える．まず，時刻 2t での確率振
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幅を

Ψ2t(0) =

[
ΨL

2t(0)

ΨR
2t(0)

]
= [

α

β
] (5.4)

とおく．奇数時刻では原点に戻れないため Ψ2t+1(0) = T [ΨL
2t+1(0),Ψ

R
2t+1(0)] =

T [0, 0] である．
すると，β = iηα (η = 1,−1) のとき，確率振幅Ψ2t(0) =

T [ΨL
2t(0),Ψ

R
2t(0)] =

T [α, β]に対して，
以下が成り立つ．証明は 5.3.2 節で行う．

命題 3. t ≥ 1 に対して，

Ψ2t(0) =
1√
2

t∑
k=1

∑
(a1,...,ak)∈(Z>)k:

a1+···+ak=t

(
k∏

j=1

r∗2aj−1

)(
ω(−1 + ηi)

2

)k
[

1

ηi

]

となる．但し，Z> = {1, 2, . . .}，

∞∑
t=1

r∗t z
t =

−1− z2 +
√
1 + z4

z
.

命題 3を用いると，以下の結果が得られる．命題 4の証明は 5.3.3 節でまとめる．

命題 4. 初期状態として原点にϕ = ϕ(η) = T [1/
√
2, ηi/

√
2], (η = 1,−1) をおく．このとき，パ

ラメータ φ ∈ (0, 1) に対して時刻 2t での再帰確率の極限 c(φ) は以下で与えられる．

c(φ) = lim
t→∞

r2t(0)

= 4

(
1−

√
2C−

3− 2
√
2C−

)2

I(1/4,1)(φ) I{1}(η) + 4

(
1−

√
2C+

3− 2
√
2C+

)2

I(0,3/4)(φ) I{−1}(η).

但し，IA(x) = 1 (x ∈ A) = 0 (x 6∈ A)，ω = e2πiφ (φ ∈ (0, 1))，かつ

{
C− = cos

(
2πφ− π

4

)
= 1√

2
{cos(2πφ) + sin(2πφ)} ,

C+ = cos
(
2πφ+ π

4

)
= 1√

2
{cos(2πφ)− sin(2πφ)}

とおいた．

命題 4より，φ ∈ (0, 1) ならば，c(φ) > 0となる．これは，空間的に非一様性が出てくると局
在化する可能性が出てくることを示している．しかし，η = 1，φ ∈ (0, 1/4] のときや η = −1，
φ ∈ [3/4, 1)のときは局在化しない．また，アダマールウォーク（φ → 0）の場合にも，c(φ) = 0

となり局在化が起きないことが分かる．命題4の2つの初期条件ϕ = ϕ(η) = T [1/
√
2, ηi/

√
2](η =

1,−1)の結果を合わせると，一般の初期状態，即ち，ϕ = T [α, β] (α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1)に
対する確率振幅，および時間平均極限測度が得られる．
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はじめに，以下の関係式が成り立つことに注意する．即ち，ϕ = T [α, β](α, β ∈ C, |α|2+ |β|2 =
1) のとき，t ≥ 1 に対して，

Ψ2t(0) =
1√
2

t∑
k=1

∑
(a1,...,ak)∈(Z>)k:

a1+···+ak=t

(
k∏

j=1

Ξ∗
2aj

)
ϕ

=
1√
2

t∑
k=1

∑
(a1,...,ak)∈(Z>)k:

a1+···+ak=t

(
k∏

j=1

r∗2aj−1

) (ω
2

)k [ −1 1

−1 −1

]k [
α

β

]
.

但し，Z> = {1, 2, . . .}，

∞∑
t=1

r∗t z
t =

−1− z2 +
√
1 + z4

z
.

さらに，

[
−1 1

−1 −1

]k [
α

β

]
=


(−1 + i)k

(
α− iβ

2

)
+ (−1− i)k

(
α+ iβ

2

)

(−1 + i)k i

(
α− iβ

2

)
+ (−1− i)k (−i)

(
α + iβ

2

)


が成り立つことに注意する．故に，以下の補題 1が成り立つ．

補題 1. ϕ = T [α, β] (α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1) のとき，t ≥ 1 に対して，

Ψ2t(0) =
∑t

k=1

∑
(a1,...,ak)∈(Z>)k:

a1+···+ak=t

(∏k
j=1 r

∗
2aj−1

) (ω(−1 + i)

2

)k (
α− iβ

2

) [
1

i

]

+
∑t

k=1

∑
(a1,...,ak)∈(Z>)k:

a1+···+ak=t

(∏k
j=1 r

∗
2aj−1

) (ω(−1− i)

2

)k (
α + iβ

2

) [
1

−i

]
.

従って，初期状態ϕ = ϕ(η) = T [1/
√
2, ηi/

√
2](η = 1,−1)に対する結果をそれぞれ (α−ηiβ)/

√
2

倍して加えれば，一般の初期条態 ϕ = T [α, β] (α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1) に対する結果が得ら
れる．
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定理 8. t ∈ Z(t ≥ 1)に対して，以下の関係がある．

Ψ
(L,<)
2t (0) ∼ (α− iβ)

1− E+

3− 2E+

cos(tθ0)I(1/4,1)(φ) + (α + iβ)
1− E−

3− 2E−
cos(tθ0)I(0,3/4)(φ),

Ψ
(L,=)
2t (0) ∼ (α− iβ)

1− E+

3− 2E+

S − C

|S − C|
sin(tθ0)I(1/4,1)(φ) + (α + iβ)

1− E−

3− 2E−

S + C

|S + C|
sin(tθ0)I(0,3/4)(φ),

Ψ
(R,<)
2t (0) ∼ −(α− iβ)

1− E+

3− 2E+

S − C

|S − C|
sin(tθ0)I(1/4,1)(φ) + (α + iβ)

1− E−

3− 2E−

S + C

|S + C|
sin(tθ0)I(0,3/4)(φ),

Ψ
(R,=)
2t (0) ∼ (α− iβ)

1− E+

3− 2E+

cos(tθ0)I(1/4,1)(φ)− (α + iβ)
1− E−

3− 2E−
cos(tθ0)I(0,3/4)(φ).

従って，

µ∞(0) = lim
t→∞

r2t(0)

2

=

(
1− E+

3− 2E+

)2

|α− iβ|2 I(1/4,1)(φ) +
(

1− E−

3− 2E−

)2

|α + iβ|2 I(0,3/4)(φ).

=

(
1−

√
2C−

3− 2
√
2C−

)2

|α− iβ|2 I(1/4,1)(φ) +

(
1−

√
2C+

3− 2
√
2C+

)2

|α+ iβ|2 I(0,3/4)(φ).

但し， {
E± = C ± S = cos(2πφ)± sin(2πφ),

C± = cos
(
2πφ± π

4

)
= 1√

2
{cos(2πφ)∓ sin(2πφ)} .

とおいた．

5.3.2 命題 3 の証明

簡単のために，しばらく量子ウォーカーは原点から出発し初期状態は ϕ = T [1/
√
2, i/

√
2]，ま

たは ϕ = T [1/
√
2,−i/

√
2] とする．この節では，パスの方法で命題 3 を示す．そのためにまず，

領域 Z≥ = {0, 1, 2, . . .} の場所 m (≥ 1) から出発するアダマールウォークを考える．このモデ
ルではユニタリ行列は，x ≥ 1 でしか関係してこないため，原点での P0 と Q0の効果は無視出
来る．従って，場所 x ≥ 1 に対して，

Ux = H =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
(x ≥ 1)
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を考えるので，

Px =
1√
2

[
1 1

0 0

]
, Qx =

1√
2

[
0 0

1 −1

]
(x ≥ 1)．

となる．そこで，Px = P, Qx = Q (x ≥ 1)とおく．
はじめに，Ξ

(∞,m)
n : m から出発して時刻 t で初めて原点に達するパスの総和とし，以下の R と

S を導入する．

R =
1√
2

[
1 −1

0 0

]
, S =

1√
2

[
0 0

1 1

]
.

注意：P,Q,R, S は，内積を 〈A|B〉 = tr(A∗B) とする 2× 2 行列全体からなるベクトル空間の
正規直交基底になる [29]．

従って，Ξ
(∞,m)
t は，ある p

(∞,m)
t , q

(∞,m)
t , r

(∞,m)
t , s

(∞,m)
t ∈ Cが存在して以下のように一意的に表

される．

Ξ
(∞,m)
t = p

(∞,m)
t P + q

(∞,m)
t Q+ r

(∞,m)
t R + s

(∞,m)
t S.

Ξ
(∞,m)
t の定義より，m ≥ 1 に対して，

Ξ
(∞,m)
t = Ξ

(∞,m−1)
t−1 P + Ξ

(∞,m+1)
t−1 Q

が成り立つ．これより，以下が導かれる．

p
(∞,m)
t = 1√

2
p
(∞,m−1)
t−1 + 1√

2
r
(∞,m−1)
t−1 ,

q
(∞,m)
t = − 1√

2
q
(∞,m+1)
t−1 + 1√

2
s
(∞,m+1)
t−1 ,

r
(∞,m)
t = 1√

2
p
(∞,m+1)
t−1 − 1√

2
r
(∞,m+1)
t−1 ,

s
(∞,m)
t = 1√

2
q
(∞,m−1)
t−1 + 1√

2
s
(∞,m−1)
t−1 .

また，Ξ(∞,m)
t の定義より，量子ウォーカーは最後に左向きに移動して原点に到達するので，P . . . P

と P . . . Q の 2つの場合のみを考えればよい．故に，q
(∞,m)
t = s

(∞,m)
t = 0 (t ≥ 1) が分かる．こ

こで，p
(∞,m)
t と r

(∞,m)
t を計算するために以下のような母関数を導入する：

p(∞,m)(z) =
∞∑
t=1

p
(∞,m)
t zt, r(∞,m)(z) =

∞∑
t=1

r
(∞,m)
t zt.

従って， 
p(∞,m)(z) = z√

2
p(∞,m−1)(z) + z√

2
r(∞,m−1)(z),

r(∞,m)(z) = z√
2
p(∞,m+1)(z)− z√

2
r(∞,m+1)(z).
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を得る．これより，p(∞,m)(z) と r(∞,m)(z) は以下の同じ漸化式を満たす．


p(∞,m+2)(z) +

√
2
(
1
z
− z
)
p(∞,m+1)(z)− p(∞,m)(z) = 0,

r(∞,m+2)(z) +
√
2
(
1
z
− z
)
r(∞,m+1)(z)− r(∞,m)(z) = 0.

また，その特性方程式の根は，

λ± =
−1 + z2 ±

√
1 + z4√

2z
.

の 2つである．Ξ
(∞,1)
t の定義より，

p
(∞,1)
t = 0 (t ≥ 2), p

(∞,1)
1 = 1

が得られる．従って，p(∞,1)(z) = z．ここで，limm→∞ p(∞,m)(z) < ∞ に注意すると，以下が得
られる．

p(∞,m)(z) = zλm−1
+ , r(∞,m)(z) =

−1 +
√
1 + z4

z
λm−1
+ .

従って，m = 1 に対して，

r(∞,1)(z) =
−1 +

√
1 + z4

z

となる．
次に，領域 Z≤ = {0,−1,−2, . . .} の場所 m(≤ −1) から出発するアダマールウォークを考え

ると，同様にして，

q(−∞,m)(z) = zλm+1
− , s(−∞,m)(z) =

1−
√
1 + z4

z
λm+1
−

が導かれる．従って，m = −1 に対して，

s(−∞,−1)(z) =
1−

√
1 + z4

z

を得る．

注意：t ≥ 1 に対して，r
(∞,1)
t + s

(−∞,−1)
t = 0 の関係がある．

ここで，Ξ+
t = Ξ

(∞,1)
t Q0 と Ξ−

t = Ξ
(−∞,−1)
t P0 とおく．但し，

P0 = ωP =
ω√
2

[
1 1

0 0

]
, Q0 = ωQ =

ω√
2

[
0 0

1 −1

]
である．即ち，Ξ+

t (Ξ−
t ) は領域 Z≥ (Z≤) に制限したときに時刻 t で初めて原点に達するすべ

てのパスの和，ということになる．これより，以下の補題 2が成り立つ．
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補題 2. (i) t ≥ 4 かつ t が偶数の場合．

Ξ+
t = r

(∞,1)
t−1 RQ0 =

ωr
(∞,1)
t−1

2

[
−1 1

0 0

]
,

Ξ−
t = s

(−∞,−1)
t−1 SP0 =

ωs
(−∞,−1)
t−1

2

[
0 0

1 1

]
,

但し，

∞∑
t=1

r
(∞,1)
t zt =

−1 +
√
1 + z4

z
,

∞∑
t=1

s
(−∞,−1)
t zt =

1−
√
1 + z4

z
.

(ii)

Ξ+
2 = PQ0 =

−ω

2

[
−1 1

0 0

]
, Ξ−

2 = QP0 =
ω

2

[
0 0

1 1

]
.

が成り立つ．
(iii) t が奇数の場合．

Ξ+
t = Ξ−

t =

[
0 0

0 0

]
.

ここで，Ξ∗
t = Ξ+

t + Ξ−
t とおくと，この補題と s

(−∞,−1)
t = −r

(∞,1)
t (t ≥ 1) より，

Ξ∗
t =

ωr∗t−1

2

[
−1 1

−1 −1

]

が得られる．但し，

r∗t =


(−1)m−1 (2m− 1)!

22m−1(m− 1)!m!
(t = 4m− 1 m ≥ 1),

0 (t 6= 4m− 1, t ≥ 2, m ≥ 1),

−1 (t = 1),

とおいた．具体的には，

r∗1 = −1, r∗2 = 0, r∗3 = 1/2, r∗4 = r∗5 = r∗6 = 0, . . .

など．このとき，r∗t の母関数は，

∞∑
t=1

r∗t z
t =

−1− z2 +
√
1 + z4

z
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となる．Ξ∗
t の定義より，

Ψ2t(0) =
t∑

k=1

∑
(a1,...,ak)∈(Z>)k:

a1+···+ak=t

(
k∏

j=1

Ξ∗
2aj

)
ϕ.

但し，Z> = {1, 2, . . .}．また，η = 1,−1 に対して，[
−1 1

−1 −1

]k
1√
2

[
1

ηi

]
=

(−1 + ηi)k√
2

[
1

ηi

]
.

補題 2 の (iii) より，(
k∏

j=1

Ξ∗
2aj

)
ϕ =

(
k∏

j=1

r∗2aj−1

) (ω
2

)k [ −1 1

−1 −1

]k
1√
2

[
1

ηi

]

が成り立つ．従って，命題 3を得る．

5.3.3 命題 4 の証明

命題 3 を用いて，命題 4を証明する．はじめに，xt = r∗2t−1 と u = ω(−1 + ηi)/2 とおく．こ
のとき，命題 3 に注意すると，

∞∑
t=1

ΨL
2t(0)z

2t =
1√
2

∞∑
t=1

{
t∑

k=1

∑
(a1,...,ak)∈(Z>)k:

a1+···+ak=t

(
k∏

j=1

xaj

)
uk

}
z2t

=
1√
2

∞∑
k=1

{
∞∑
t=k

∑
(a1,...,ak)∈(Z>)k:

a1+···+ak=t

(
k∏

j=1

xaj

)
z2t

}
uk

=
1√
2

∞∑
k=1

{
(−1− z2 +

√
1 + z4) u

}k

=
1√
2

(−1− z2 +
√
1 + z4)u

1− (−1− z2 +
√
1 + z4)u

を得る．3番目の等式は，例えば k = 2 のとき，

∞∑
t=2

∑
(a1,a2)∈(Z>)2:

a1+a2=t

xa1xa2z
2t =

(
∞∑
t=1

r∗2t−1z
2t−1

)2

z2 =

(
∞∑
t=1

r∗t z
t

)2

z2

=

(
−1− z2 +

√
1 + z4

z

)2

z2

= (−1− z2 +
√
1 + z4)2.
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となることから得られる．同様にして，一般に，

∞∑
t=k

∑
(a1,...,ak)∈(Z>)k:

a1+···+ak=t

(
k∏

j=1

xaj

)
z2t = (−1− z2 +

√
1 + z4)k (k ≥ 1)

が成り立つ．

1. ΨL
t (0) の母関数について:

初期条件 ΨL
0 (0) = 1/

√
2 より，

∞∑
t=0

ΨL
t (0)z

t =
1√
2

1

1− Zu

を得る．但し，Z = −1− z2 +
√
1 + z4．

2. ΨR
t (0) の母関数について：

初期条件 ΨR
0 (0) = iη/

√
2より，同様にして，

∞∑
t=0

ΨR
t (0)z

t =
ηi√
2

1

1− Zu

を得る．これより，
∑∞

t=0 Ψ
(L,<)
t (0)zt = η

∑∞
t=0 Ψ

(R,=)
t (0)zt =

2 + (C + ηS)Z√
2{2 + 2(C + ηS)Z + Z2}

,

∑∞
t=0 Ψ

(L,=)
t (0)zt = (−η)

∑∞
t=0Ψ

(R,<)
t (0)zt =

(ηC − S)Z√
2{2 + 2(C + ηS)Z + Z2}

が導かれる．但し，Ψ(A,<)
t (0) (Ψ

(A,=)
t (0)) = <(=)(Ψ(A)

t (0)(A = L,R))．また，C = cos(2πφ), S =

sin(2πφ)．これより，E = C + ηS として，

∞∑
t=0

Ψ
(L,<)
2t (0)wt = η

∞∑
t=0

Ψ
(R,=)
2t (0)wt

=
4− 3E + 2(1− E)2w + (2− E)w2 + (2− E)(1 + w)

√
1 + w2

2
√
2 {3− 2E + 2(1− E)2w + (3− 2E)w2}

,

∞∑
t=0

Ψ
(L,=)
2t (0)wt = (−η)

∞∑
t=0

Ψ
(R,<)
2t (0)wt

=
(S − ηC)(1 + 2(1− E)w + w2 − (1− w)

√
1 + w2)

2
√
2 {3− 2E + 2(1− E)2w + (3− 2E)w2}

となる．これより，以下の補題が成り立つ．
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補題 3. 初期状態として，原点に ϕ = ϕ(η) = T [1/
√
2, ηi/

√
2] (η = 1,−1) をおく．このとき，


Ψ

(L,<)
2t (0) = ηΨ

(R,=)
2t (0) ∼

√
2(1− E)

3− 2E
cos(tθ0)×

{
I(1/4,1)(φ) I{1}(η) + I(0,3/4)(φ) I{−1}(η)

}
,

Ψ
(L,=)
2t (0) = (−η)Ψ

(R,<)
2t (0) ∼

√
2(1− E)

3− 2E

S − ηC

|S − ηC|
sin(tθ0)×

{
I(1/4,1)(φ) I{1}(η) + I(0,3/4)(φ) I{−1}(η)

}
.

但し，

cos θ0 = −2(1− E)2

3− 2E
, sin θ0 =

(2− E)|S − C|
3− 2E

とおいた．

注意：f(t) ∼ g(t) は，f(t)/g(t) → 1 (t → ∞) を表す．

また，r2t(0) の定義より，

r2t(0) = |Ψ(L,<)
2t (0)|2 + |Ψ(L,=)

2t (0)|2 + |Ψ(R,<)
2t (0)|2 + |Ψ(R,=)

2t (0)|2.　

であるから，求めたい結論が得られる．

以下，η = 1 の場合の計算の概略をまとめる．その後，η = −1 の場合の結果を紹介する．は
じめに，

∞∑
t=0

Ψ
(L,<)
2t (0)wt = A1(w) + A2(w)

とおく．但し， 
A1(w) =

4− 3E + 2(1− E)2w + (2− E)w2

2
√
2 {3− 2E + 2(1− E)2w + (3− 2E)w2}

,

A2(w) =
(2− E)(1 + w)

√
1 + w2

2
√
2 {3− 2E + 2(1− E)2w + (3− 2E)w2}

(i) A1(w)について：
2次方程式

1 +
2(1− E)2

3− 2E
w + w2 = 0 (5.5)
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の 2根を γ = eiθ0 と γ = e−iθ0 とおくと，

cos θ0 = −(1− E)2

3− 2E
(< 0)

の関係がある．従って，この場合，

A1(w) =
4− 3E + 2(1− E)2w + (2− E)w2

2
√
2 (3− 2E)(w − γ)(w − γ)

(5.6)

となる．

注意：関数 f(x)が級数展開

f(z) =
∞∑
t=0

ftz
t

を持つとき，[zt](f(z)) = ft と表す．ここで，

1

w − γ
= − 1

γ(1− w/γ)
= −1

γ

(
w

γ

)t

,
1

w − γ
= − 1

γ(1− w/γ)
= −1

γ

(
w

γ

)t

より，

[wt]

(
1

w − γ

)
= −γ−(t+1) = −e−i(t+1)θ0 , [wt]

(
1

w − γ

)
= −γ−(t+1) = −γt+1 = −ei(t+1)θ0

を得る．従って，

[wt] (A1(w)) ∼ [wt]

(
4− 3E + 2(1− E)2γ + (2− E)γ2

2
√
2 (3− 2E)(γ − γ)(w − γ)

)
+ [wt]

(
4− 3E + 2(1− E)2γ + (2− E)γ2

2
√
2 (3− 2E)(γ − γ)(w − γ)

)
となる．また，式 (5.6) を用いると，以下のように計算される．

[wt] (A1(w)) ∼
1− E

2
√
2 (3− 2E)

× [wt]

(
1− γ2

(γ − γ)(w − γ)
+

1− γ2

(γ − γ)(w − γ)

)
= − 1− E

2
√
2 (3− 2E)

×
{
1− γ2

γ − γ
γ−(t+1) +

1− γ2

γ − γ
γ−(t+1)

}
= − 1− E

2
√
2 (3− 2E)

×<
(
1− γ2

γ − γ
γ−(t+1)

)
= − 1− E

2
√
2 (3− 2E)

×<
(
γ − γ

γ − γ
γ−t

)
=

1− E

2
√
2 (3− 2E)

cos(tθ0).
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(ii) A2(w)について：A1(w)と同様にして，

[wt] (A2(w)) ∼ − 2− E

2
√
2 (3− 2E)

×

{
(1 + γ)

√
1 + γ2

γ − γ
γ−(t+1) +

(1 + γ)
√

1 + γ2

γ − γ
γ−(t+1)

}

= − 2− E√
2 (3− 2E)

×<

(
(1 + γ)

√
1 + γ2

γ − γ
γ−(t+1)

)

= −(2− E)
√
−2 cos θ0√

2 (3− 2E)
×<

(
(γ + 1)(−i)eiθ0/2

γ − γ
γ−t

)
=

(2− E)
√
− cos θ0

3− 2E
×
(

cos(tθ0)

2 sin(θ0/2)

)
. (5.7)

を得る．但し，√
1 + γ2 =

√
−2 cos θ0

(
sin

(
θ0
2

)
− i cos

(
θ0
2

))
,
√

1 + γ2 =
√

1 + γ2

を用いた．式 (5.7)に√
− cos θ0 =

|1− E|√
3− 2E

, sin

(
θ0
2

)
=

2− E√
2
√
3− 2E

を代入すると，

[wt] (A2(w)) ∼
|1− E|√
2(3− 2E)

cos(tθ0)

となる．以上より，

Ψ
(L,<)
2n (0) = [wt] (A1(w) + A2(w)) ∼

1− E + |1− E|√
2(3− 2E)

cos(tθ0) =

√
2(1− E)

3− 2E
cos(tθ0)I(1/4,1)(φ)

が導かれる．

注意：1− E > 0 と φ ∈ (1/4, 1) は同値である．また，Ψ
(L,<)
2t (0) = Ψ

(R,=)
2t (0)．

同様にして，
∞∑
t=0

Ψ
(L,=)
2t (0)wt = B1(w) +B2(w)

とおく．但し，
B1(w) =

(S − C)(1 + 2(1− E)w + w2)

2
√
2 {3− 2E + 2(1− E)2w + (3− 2E)w2}

,

B2(w) = − (S − C)(1− w)
√
1 + w2

2
√
2 {3− 2E + 2(1− E)2w + (3− 2E)w2}

.
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(iii) B1(w) について：

同様にして．

[wt] (B1(w)) ∼
C − S√
2 (3− 2E)

×<
(
γ + γ + 2(1− E)

γ − γ
γ−t

)
∼ S − C√

2 (3− 2E)
× cos θ0 + 1− E

sin θ0
× sin(tθ0)

=
1− E√

2 (3− 2E)
× S − C

|S − C|
× sin(tθ0)

. が導かれる．但し，

cos θ0 = −(1− E)2

3− 2E
, sin θ0 =

|S − C|(2− E)

3− 2E

(iv) B2(w) について：同様にして，

[wt] (B2(w)) ∼
S − C√
2 (3− 2E)

<
(
(γ − 1)

√
−2 cos θ0(sin(θ0/2)− i cos(θ0/2))

γ − γ
γ−t

)
=

S − C

2 (3− 2E)
×

√
− cos θ0

cos(θ0/2)
× sin(tθ0) (5.8)

が得られる．但し，√
1 + γ2 =

√
−2 cos θ0

(
sin

(
θ0
2

)
− i cos

(
θ0
2

))
,
√

1 + γ2 =
√

1 + γ2

を用いた．また，式 (5.8)に√
− cos θ0 =

|1− E|√
3− 2E

, cos

(
θ0
2

)
=

|S − C|√
2
√
3− 2E

.

を代入すると，

[wt] (B2(w)) ∼
|1− E|√
2(3− 2E)

× S − C

|S − C|
× sin(tθ0)

が得られる．以上より，

Ψ
(L,=)
2t (0) = [wt] (B1(w) + B2(w))

∼ 1− E + |1− E|√
2(3− 2E)

S − C

|S − C|
sin(tθ0)

=

√
2(1− E)

3− 2E

S − C

|S − C|
sin(tθ0)I(1/4,1)(φ)
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が導かれる．

注意：1− E > 0 と φ ∈ (1/4, 1) は同値である．また，Ψ
(L,=)
2t (0) = −Ψ

(R,<)
2t (0)．

以上の議論より，以下の補題 4が得られる．但し，E を E+ とおき換えていることに注意
する．

補題 4. 初期状態 ϕ = T [1/
√
2, i/

√
2]に対して，

Ψ
(L,<)
2t (0) = Ψ

(R,=)
2t (0) ∼

√
2(1− E+)

3− 2E+

cos(tθ0)I(1/4,1)(φ),

Ψ
(L,=)
2t (0) = −Ψ

(R,<)
2t (0) ∼

√
2(1− E+)

3− 2E+

S − C

|S − C|
sin(tθ0)I(1/4,1)(φ).

が成り立つ．但し，E+ = C + S = cos(2πφ) + sin(2πφ)．

これより，

r2t(0) = |Ψ(L,<)
2t (0)|2 + |Ψ(L,=)

2t (0)|2 + |Ψ(R,<)
2t (0)|2 + |Ψ(R,=)

2t (0)|2

の関係を用いると，

lim
t→∞

r2t(0) = lim
t→∞

2× 2(1− E+)
2

(3− 2E+)2
(
cos2(tθ0) + sin2(tθ0)

)
I(1/4,1)(φ)

=
4(1− E+)

2

(3− 2E+)2
I(1/4,1)(φ)

が導かれる．従って，µ∞(0) = limt→∞ r2t(0)/2 に注意すると，以下の補題 5が得られる．

補題 5. 初期状態 ϕ = T [1/
√
2, i/

√
2]に対して，

µ∞(0) =
2(1− E+)

2

(3− 2E)2
I(1/4,1)(φ) = 2×

(
1−

√
2C−

3− 2
√
2C−

)2

I(1/4,1)(φ)

となる．但し， {
E+ = C + S = cos(2πφ) + sin(2πφ),

C− = cos
(
2πφ− π

4

)
= 1√

2
{cos(2πφ) + sin(2πφ)} .

η = −1，即ち，ϕ = T [1/
√
2,−i/

√
2] のときも全く同様にして，以下を得る．
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補題 6. 初期状態 ϕ = T [1/
√
2,−i/

√
2]に対して，

Ψ
(L,<)
2t (0) = −Ψ

(R,=)
2t (0) ∼

√
2(1− E−)

3− 2E−
cos(tθ0)I(0,3/4)(φ),

Ψ
(L,=)
2t (0) = Ψ

(R,<)
2t (0) ∼

√
2(1− E−)

3− 2E−

S + C

|S + C|
sin(tθ0)I(0,3/4)(φ)

となる．従って，

µ∞(0) =
2(1− E−)

2

(3− 2E−)2
I(0,3/4)(φ) = 2×

(
1−

√
2C+

3− 2
√
2C+

)2

I(0,3/4)(φ)

が得られる．但し，{
E− = C − S = cos(2πφ)− sin(2πφ),

C− = cos
(
2πφ− π

4

)
= 1√

2
{cos(2πφ) + sin(2πφ)} .

以上より，原点における初期状態 ϕ = ϕ(η) = T [1/
√
2, ηi/

√
2] (η = 1,−1) に対して，時刻 2t

における原点の確率振幅Ψ2t(0)は以下のようになる．

Ψ
(L,<)
2t (0) = ηΨ

(R,=)
2t (0) ∼

√
2(1− E)

3− 2E
cos(tθ0)×

{
I(1/4,1)(φ) I{1}(η) + I(0,3/4)(φ) I{−1}(η)

}
,

Ψ
(L,=)
2t (0) = (−η)Ψ

(R,<)
2t (0) ∼

√
2(1− E)

3− 2E

S − ηC

|S − ηC|
sin(tθ0)×

{
I(1/4,1)(φ) I{1}(η) + I(0,3/4)(φ) I{−1}(η)

}
.

ここで，

cos θ0 = −2(1− E)2

3− 2E
, sin θ0 =

(2− E)|S − C|
3− 2E

とおいた．従って，

µ∞(0) = lim
t→∞

r2t(0)

2

= 2

(
1−

√
2C−

3− 2
√
2C−

)2

I(1/4,1)(φ) I{1}(η) + 2

(
1−

√
2C+

3− 2
√
2C+

)2

I(0,3/4)(φ) I{−1}(η)

を得る．以上より，命題 4の証明が完結する．

5.3.4 x ∈ Zにおける時間平均極限測度

時空間母関数法によるWojcikモデルの時間平均極限測度の研究結果 [28]をまとめる．尚，モ
デルは原点から出発する場合を考える．
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定理 9. 初期状態を ϕ = T[α, β] とおく．但し，α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1. α = aeiφ1 , β =

beiφ2 , φj ∈ [0, 2π) (j = 1, 2). C−，およびC+を以下のようにおく．
C− = cos

(
2πφ− π

4

)
=

1√
2
{cos(2πφ) + sin(2πφ)}，

C+ = cos
(
2πφ+

π

4

)
=

1√
2
{cos(2πφ)− sin(2πφ)}.

このとき，Wojcikモデルの各場所 x ∈ Zに対する時間平均極限測度は以下のようになる．

1. x = 0 の場合.

µ∞(0) = µ(1)(0) + µ(2)(0).

2. x 6= 0 の場合.

µ∞(x) = (2−
√
2C+)

(
1

3− 2
√
2C+

)|x|

µ(1)(0) + (2−
√
2C−)

(
1

3− 2
√
2C−

)|x|

µ(2)(0).

但し，

µ(1)(0) =
(1−

√
2C+)

2

(3− 2
√
2C+)2

|α + iβ|2I(0,3/4)(φ)，

µ(2)(0) =
(1−

√
2C−)

2

(3− 2
√
2C−)2

|α− iβ|2I(1/4,1)(φ)

とおいた．

5.3.5 定理9の証明

ここでは，Wojcik モデルに対して時空間母関数法 [25]により時間平均極限測度を導出する．
第 3章でまとめたように時空間母関数法は組み合わせ論的な考え方に基づく解析手法である．
フーリエ解析 [11]や停留位相法 [19]は，空間に依存しない一様な量子ウォークの解析には有効
であるが，ここで用いる時空間母関数法は空間に依存する非一様な量子ウォークにも適用でき
る場合がある．まず，導出に必要な用語や補題などを準備する．

�準備

しばらく，以下のユニタリ行列で定義される場所に依存する量子ウォークを考える．

Ux =

[
ax bx
cx dx

]
(x ∈ Z).

添え字のxは量子ウォーカーの場所を表す．Ux は次のようにPx, Qx 2つの行列に分解できる．

Ux = Px +Qx．
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但し，

Px =

[
ax bx
0 0

]
, Qx =

[
0 0

cx dx

]
であることに注意する．ここで，時刻 tまでに量子ウォーカーが左に l回，右にm 回動くパス
の重みを表す記号 Ξt(l,m)を導入する，即ち，

Ξt(l,m) =
∑
lj ,mj

P l1
xl1
Qm1

xm1
P l2
xl2
Qm2

xm2
· · ·P lt

xln
Qmt

xmn
.

但し，
l +m = t − l +m = x,

∑
i

li = l,
∑
j

mj = m,
∑

γ=li,mj

|xγ| = x

であることに注意する．ここで，量子ウォークの局在化を調べる際に役立つ公式を紹介する．
µt(x) の時間平均極限測度はパスの重みの母関数 Ξ̃x(z) ≡

∑
t≥0 Ξt(l,m)zt の留数のノルムの 2

乗で記述される．

系 1. 量子ウォーカーが初期状態ϕ ∈ C2で原点から出発する 1次元離散時間量子ウォークの時
間平均は，

µ∞(x) =
∑
θs

‖Res(Ξ̃x(z); z = eiθs)ϕ‖2

と表される．但し，{eiθs} は Ξ̃x(z)の特異点の集合である．
また，z ∈ C は単位円周上の点とする．

証明は系 1を主軸に，Ξ̃x(z) の留数を求めることに帰着される．Wojcik モデルの Ξ̃x(z)に関す
る便利な表現として以下の補題がある．補題 7 は，参考文献 [25]の Lemma 3.1から得られる．

補題 7. 1. x = 0の場合．

Ξ̃0(z) =
1

1−
√
2e2πiφf̃0(z) + e4πiφ{f̃0(z)}2

1−
e2πiφ√

2
f̃0(z) −e2πiφ√

2
f̃0(z)

e2πiφ√
2
f̃0(z) 1− e2πiφ√

2
f̃0(z)

 .

2. |x| ≥ 1の場合．

Ξ̃x(z) =


(λ̃

(+)
x (z))x−1

[
λ̃
(+)
x (z)f̃

(+)
x (z)

z

][
e2πiφ√

2
,−e2πiφ√

2

]
Ξ̃0(z) (x ≥ 1),

(−λ̃
(−)
x (z))|x|−1

[
z

−λ̃
(−)
x (z)f̃x(z)

][
e2πiφ√

2
,
e2πiφ√

2

]
Ξ̃0(z) (x ≤ −1)．
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但し，f̃
(±)
x (z) は次の 2次方程式の解である．

{f̃ (±)
x (z)}2 −

√
2(1 + z2)f̃ (±)

x (z) + z2 = 0. (5.9)

また，λ̃x
(±)

(z) は以下を満たす．

λ̃x(z) =
z

f̃
(+)
x (z)−

√
2
, λ̃x(z) =

z
√
2− f̃

(−)
x (z)

. (5.10)

ここで，x ∈ Zに対して，

λ̃(±)
x (z) = λ̃

(±)
0 (z), λ̃(+)(z) = −λ̃(−)(z),

f̃ (±)
x (z) = f̃

(±)
0 (z), f̃ (+)

x (z) = f̃ (−)
x (z)

となることに注意し（複合同順），それぞれ λ̃(±)(z), f̃(z) とおく．ω = iz = ieiθとおくと，以
下のように f̃(ω)と λ̃(±)(ω)を得る．


f̃(ω) = ± i√

2
{(ω + ω−1)−

√
(ω + ω−1)2 − 2},

λ̃(±)(ω) = ∓ ω√
2
{(ω − ω−1) +

√
(ω − ω−1)2 + 2}.

(5.11)

また，根号は以下のようになる．

lim
ε→0

√
(ω + ω−1)2 − 2 =

{
−2 sgn(sin θ)

√
sin2 θ − 1/2

(
| sin θ| ≥ 1/

√
2
)
,

−2i sgn(cos θ)
√

sin2 θ − 1/2
(
| sin θ| < 1/

√
2
)
.

従って，

f̃(z) = ei(θ+φ̃(θ)) (5.12)

を得る．但し， {
cos φ̃(θ) =

√
2 cos θ,

sin φ̃(θ) = sgn(sin θ)
√
1− 2 cos2 θ

とおいた．また，

λ̃(±)(z) = ∓i{
√
2 sin θ − sgn(sin θ)

√
1− 2 cos2 θ} (5.13)

となる．
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� Ξ̃x(z) の特異点

補題 7の Ξ̃0(z)の分母を Λ̃0(z) = 1 −
√
2ωf̃(z)x + ω2{f̃(z)}2 とおく．Ξ̃x(z)の特異点は，

Λ̃0(z) = 0 を満たす z(∈ C) であるが，これは

f̃(z) = e−2πiφ±π/4

と同値である．式 (5.12) より，これは

ei(θ+φ̃(θ)) = e−2πiφ±π/4

と同値である．

1. ei(θ+φ̃(θ)) = e−2πiφ−π/4 の場合．
このとき，

ei(2πφ+θ+φ̃) = e−πi/4

が成り立つ．従って，

2πφ+ θ + φ̃(θ) = −π

4
(5.14)

となる．ここで，
√
2 cos θ = cos φ̃(θ)に注意すると，式 (5.14)より

√
2 cos θ = cos φ̃(θ) = cos

(
−π

4
− 2πφ− θ

)
= cos

(
2πφ+

π

4
+ θ
)

(5.15)

が導かれる．cos(2πφ+ π/4) = C+, S+ = sin(2πφ+ π/4)とおくと，式 (5.15)は

√
2 cos θ = C+ cos θ − S+ sin θ

と書ける．これより，

sin θ =
C+ −

√
2

S+

を得る．また，sin2 θ + cos2 θ = 1に注意すると，

cos θ = ± S+√
3− 2

√
2C+

が得られる．以上より，1.の場合の特異点は以下のようになる．
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(cos θ(1), sin θ(1)) =

 S+√
3− 2

√
2C+

,
C+ −

√
2√

3− 2
√
2C+

 ,

(cos θ(2), sin θ(2)) =

− S+√
3− 2

√
2C+

,− C+ −
√
2√

3− 2
√
2C+

 .

(5.16)

2. ei(θ+φ̃(θ)) = e−2πiφ+π/4 の場合．
このとき，

ei(2πφ+θ+φ̃(θ)) = eπi/4

が成り立つ．従って，

2πφ+ θ + φ̃(θ) =
π

4
(5.17)

となる．ここで，
√
2 cos θ = cos(φ̃(θ))に注意すると，式 (5.17)より

√
2 cos θ = cos φ̃(θ) = cos

(π
4
− 2πφ− θ

)
= cos

(
−π

4
+ 2πφ+ θ

)
(5.18)

が導かれる．C− = cos(2πφ− π/4), S− = sin(2πφ− π/4)とおくと，式 (5.18)は
√
2 cos θ = C− cos θ − S− sin θ

と書ける．これより，

sin θ =
C− −

√
2

S−

を得る．また，sin2 θ + cos2 θ = 1に注意すると，

cos θ = ± S−√
3− 2

√
2C−

が得られる．以上より，2.の場合の特異点は以下のようになる．
(cos θ(3), sin θ(3)) =

 S−√
3− 2

√
2C−

,
C− −

√
2√

3− 2
√
2C−

 ,

(cos θ(4), sin θ(4)) =

− S−√
3− 2

√
2C−

,− C− −
√
2√

3− 2
√
2C−

 .

(5.19)
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�時間平均極限測度の構成

各場所 x(∈ Z)ごとに時間平均極限測度を求める．

1. x = 0 の場合.

補題 7より，Ξ̃0(z)ϕ は以下のように書ける．

Ξ̃0(z)ϕ =
1

1−
√
2ωf̃(z) + ω2{f̃(z)}2


1− e2πiφ√

2
f̃(z) −e2πiφ√

2
f̃(z)

e2πiφ√
2
f̃(z) 1− e2πiφ√

2
f̃(z)


[
α

β

]

=
1

Λ̃0(z)


α

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

)
− βe2πiφ√

2
f̃(z)

αe2πiφ√
2

f̃(z) + β

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

)
 .

ここで，‖Res(Ξ̃0(z)ϕ : z = eiθ)‖2 を次で定義する．

‖Res(Ξ̃0(z)ϕ : z = eiθ)‖2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣Res

α

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

)
− βe2πiφ√

2
f̃(z)

Λ̃0(z)
: z = eiθ


∣∣∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣∣∣Res


αe2πiφ√

2
f̃(z) + β

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

)
Λ̃0(z)

: z = eiθ


∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Res

α

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

)
− βe2πiφ√

2
f̃(z)

Λ̃0(z)
: z = eiθ

 =

α

(
1− e2πiφ√

2
f̃(eiθ)

)
− βe2πiφ√

2
f̃(eiθ)

Λ̃
′
0(e

iθ)
.

の関係に注意すると，

·

∣∣∣∣∣∣∣∣Res

α

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

)
− βe2πiφ√

2
f̃(z)

Λ̃0(z)
: z = eiθ


∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣α(1− e2πiφ√
2
f̃(z)

)
− βe2πiφ√

2
f̃(z)

∣∣∣∣2
|Λ̃′

0(e
iθ)|2

.

57



となる．同様に，

·

∣∣∣∣∣∣∣∣Res


αe2πiφ√

2
f̃(z) + β

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

)
: z = eiθ

Λ̃0(z)


∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣αe2πiφ√
2

f̃(z) + β

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

)∣∣∣∣2
|Λ̃′

0(e
iθ)|2

.

となる．従って，µ∞(x)は以下で表される．

µ∞(x) =
∑
θs

‖Res(Ξ̃x(z); z = eiθs)ϕ‖2

=
∑
θs

1

|Λ̃′
0(e

iθ)|2

{∣∣∣∣α(1− e2πiφ√
2
f̃(z)

)
− βe2πiφ√

2
f̃(z)

∣∣∣∣2

+

∣∣∣∣αe2πiφ√
2

f̃(z) + β

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

)∣∣∣∣2
}
. (5.20)

各特異点 eiθsに対して式 (5.20)を計算する．そのために以下の項目を計算する．

(1)
1

|Λ̃′
0(e

iθs)|2
．

z = eiθ, f̃(z) = ei(θ+φ̃(θ)) に注意すると，

Λ̃
′

0(e
iθ) =

∂θ

∂z

∂Λ̃0(e
iθ)

∂θ

= −ie−iθ

{
√
2i

(
1 +

∂φ̃(θ)

∂θ

)
ei(θ+φ̃(θ))(

√
2ωei(θ+φ̃(θ)) − 1)ω

}

である．故に，

|Λ̃′

0(e
iθ)|2 = 2

∣∣∣∣∣1 + ∂φ̃(θ)

∂θ

∣∣∣∣∣
2

×
∣∣∣√2ωei(θ+φ̃(θ)) − 1

∣∣∣2
= 2

∣∣∣∣∣1 + ∂φ̃(θ)

∂θ

∣∣∣∣∣
2

× |
√
2eπi/4 − 1|2

= 2

∣∣∣∣∣1 + ∂φ̃(θ)

∂θ

∣∣∣∣∣
2

(5.21)

が導かれる．
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(a) ei(θ+φ̃(θ)) = ei(−2πiφ−π/4) の場合.

cos φ̃(θ) =
√
2 cos θ より，

∂φ̃(θ)

∂θ
=

√
2

sin θ

sin φ̃(θ)
=

√
2

| sin θ|√
1− 2 cos2 θ

=
2−

√
2C+

|
√
2C+ − 1|

=


2−

√
2C+√

2C+ − 1
(C+ ≥ 1/

√
2),

2−
√
2C+

1−
√
2C+

(C+ < 1/
√
2)

を得る．従って，

1 +
∂φ̃(θ)

∂θ
=


1√

2C+ − 1
(φ ∈ (0, 1/4]),

3− 2
√
2C+

1−
√
2C+

(φ ∈ [1/4, 1))

となる．パスの方法と φの範囲を合わせると，φ ∈ [1/4, 1)となり，

|Λ̃′

0(e
iθ)|2 = 2

(
3− 2

√
2C+

1−
√
2C+

)2

,

即ち，

1

|Λ̃′
0(e

iθ)|2
=

(1−
√
2C+)

2

2(3− 2
√
2C+)2

(5.22)

が得られる．

(b) ei(θ+φ̃(θ)) = ei(−2πiφ+π/4)の場合.

(a)の場合と同様にして，以下を得る．

1

|Λ̃′
0(e

iθ)|2
=

(1−
√
2C−)

2

2(3− 2
√
2C−)2

. (5.23)

但し，φ ∈ (0, 3/4).

(2)

∣∣∣∣α(1− e2πiφ√
2
f̃(z)

)
− βe2πiφ√

2
f̃(z)

∣∣∣∣2と ∣∣∣∣αe2πiφ√
2

f̃(z) + β

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

)∣∣∣∣2.
(a) ei(θ+φ̃(θ)) = ei(−2πiφ−π/4) の場合.
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·
∣∣∣∣α(1− e2πiφ√

2
ei(θ+φ̃(θ))

)
− β

e2πiφ√
2
ei(θ+φ̃(θ))

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣α(1− e2πiφ√
2
e−2πiφ−π/4

)
− β

e2πiφ√
2
e−2πiφ−π/4

∣∣∣∣2 = 1

2
(|α|2 + |β|2)−<{αβi},

·
∣∣∣∣αe2πiφ√

2
ei(θ+φ̃(θ)) + β(1− e2πiφ√

2
ei(θ+φ̃(θ)))

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣α(1− e2πiφ√
2
e−2πiφ−π/4

)
− β

e2πiφ√
2
e−2πiφ−π/4

∣∣∣∣2 = 1

2
(|α|2 + |β|2)−<{αβi}.

従って，

‖Res(Ξ̃0(z)ϕ : z = eiθs)‖2 = 1

|Λ̃′
0(e

iθs)|2
|α+ iβ|2

となる．ここで，式 (5.22)より，

‖Res(Ξ̃0(z)ϕ : z = eiθs)‖2 =

(
1−

√
2C+

3− 2
√
2C+

)2

|α + iβ|2 × I(0,3/4)(φ) (5.24)

が導かれる．

(b) ei(θ+φ̃(θ)) = ei(−2πiφ+π/4) の場合.

·
∣∣∣∣α(1− e2πiφ√

2
ei(θ+φ̃(θ))

)
− β

e2πiφ√
2
ei(θ+φ̃(θ))

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣α(1− e2πiφ√
2
e−2πiφ+π/4

)
− β

e2πiφ√
2
e−2πiφ+π/4

∣∣∣∣2 = 1

2
(|α|2 + |β|2) + <{αβi},

·
∣∣∣∣αe2πiφ√

2
ei(θ+φ̃(θ)) + β(1− e2πiφ√

2
ei(θ+φ̃(θ)))

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣α(1− e2πiφ√
2
e−2πiφ+π/4

)
− β

e2πiφ√
2
e−2πiφ+π/4

∣∣∣∣2 = 1

2
(|α|2 + |β|2) + <{αβi}.

従って，

‖Res(Ξ̃0(z)ϕ : z = eiθs)‖2 = 1

|Λ̃′
0(e

iθs)|2
|α− iβ|2 (5.25)

となる．式 (5.23)より，

‖Res(Ξ̃0(z)ϕ : z = eiθs)‖2 = (1−
√
2C+)

2

2(3− 2
√
2C+)2

|α− iβ|2 × I(1/4,0)(φ) (5.26)

が導かれる．
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3式 (5.20), (5.24), (5.26)より，

µ∞(0) =

(
1−

√
2C+

3− 2
√
2C+

)2

|α + iβ|2I(0,3/4)(φ) +

(
1−

√
2C−

3− 2
√
2C−

)2

|α− iβ|2I(1/4,1)(φ)

が得られる．

2. x ≥ 1 の場合．

補題 7より Ξ̃x(z)ϕ は以下のように書ける．

Ξ̃x(z)ϕ =


(λ̃(z))x−1

[
λ̃(z)f̃(z)

z

] [
e2πiφ√

2
,−e2πiφ√

2

]
1

Λ̃0(z)

[
γL(z)

γR(z)

]
(x ≥ 1),

(−λ̃(z))|x|−1

[
z

−λ̃(z)f̃(z)

][
e2πiφ√

2
,
e2πiφ√

2

]
1

Λ̃0(z)

[
γL(z)

γR(z)

]
(x ≤ −1),

=




(λ̃(z))xf̃(z)

e2πiφ√
2
(γL(z)− γR(z))

Λ̃0(z)

(λ̃(z))x−1z
e2πiφ√

2
(γL(z)− γR(z))

Λ̃0(z)


(x ≥ 1),


(−λ̃(z))|x|−1z

e2πiφ√
2
(γL(z) + γR(z))

Λ̃0(z)

(−λ̃(z))|x|f̃(z)
e2πiφ√

2
(γL(z) + γR(z))

Λ̃0(z)


(x ≤ −1).

但し， 
γL(z) = α

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

)
− β

e2πiφ√
2
f̃(z),

γR(z) = α
e2πiφ√

2
f̃(z) + β

(
1− e2πiφ√

2
f̃(z)

) (5.27)

とおいた．以下の関係に注意する．
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‖Res(Ξ̃x(z)ϕ : z = eiθ)‖2 =
1

|Λ̃′
0(eiθ)|2

×
∣∣∣∣(λ̃(eiθ))xf̃ (+)(eiθ)

e2πiφ√
2
(γL(eiθ)− γR(eiθ))

∣∣∣∣2
=

1

|Λ̃′
0(eiθ)|2

× |(λ̃(eiθ))x−1z − e2πiφ√
2
(γL(eiθ)− γR(eiθ))|2

=
|λ̃(eiθ)|2(x−1)

2|Λ̃′
0(eiθ)|2

|α−
√
2αe2πiφf̃(eiθ)− β|2(1 + |λ̃(eiθ)|2).

よって，この場合の時間平均極限測度は次のように書ける．

µ∞(x) =
∑
θs

‖Res(Ξ̃x(z)ϕ : z = eiθs)‖2

=
∑
θs

|λ̃(eiθs)|2(x−1)

2|Λ̃′
0(eiθs)|2

|α−
√
2αe2πiφf̃(eiθ)− β|2(1 + |λ̃(eiθs)|2).

但し，{eiθs}は Ξ̃xの特異点の集合である．

ここで，式 (5.13) より，

|λ̃(eiθ)|2 = 3− 4 cos2 θ − 2
√
2| sin θ|

√
1− 2 cos2 θ. (5.28)

となる．

式 (5.28) に特異点を代入すると，以下が得られる.

|λ̃(eiθs)|2 =



 3− 2
√
2C+ (C+ ≥ 1/

√
2),

1

3− 2
√
2C+

(C+ < 1/
√
2),

 3− 2
√
2C− (C− ≥ 1/

√
2),

1

3− 2
√
2C−

(C− < 1/
√
2).

φの範囲を x = 0における φの範囲に合わせて，µ∞(x) (x ≥ 1)は

µ∞(x) = (2−
√
2C+)

(
1

3− 2
√
2C+

)x

µ(1)(0) + (2−
√
2C−)

(
1

3− 2
√
2C−

)x

µ(2)(0)

となる．但し，

µ(1)(0) =
(1−

√
2C+)

2

(3− 2
√
2C+)2

|α + iβ|2I(0,3/4)(φ),

µ(2)(0) =
(1−

√
2C−)

2

(3− 2
√
2C−)2

|α− iβ|2I(1/4,1)(φ).
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3. x ≤ −1の場合．

2.の場合と全く同様にして x ≤ −1における µ∞(x)が得られる．

5.3.6 定常測度

Wojcik モデルに対して固有値問題

U (s)Ψ = λΨ (λ ∈ C, |λ| = 1) (5.29)

を解き，ある種の定常測度を導出した．但し，U (s)はWojcik モデル対する∞×∞のユニタリ
行列である．また，λは固有値問題 (5.29)の固有値，Ψは固有ベクトルである．定常測度を

µ(x) = |ΨL(x)|2 + |ΨR(x)|2 (x ∈ Z).

で定義する．但し，

Ψ(x) =

[
ΨL(x)

ΨR(x)

]
∈ C2

とおいた．はじめに系 2を得た．

系 2. 固有値問題 (5.29)の解を各場所 x ∈ Zごとに Ψ(x) = T[ΨL(x),ΨR(x)]とおき，α =

ΨL(0), β = ΨR(0)とする. このとき，固有値問題 (5.29)の解は以下のようになる．

Ψ(x) = (−θs sgn(x))
|x| ×



[
α

(1− ω)α + ωβ

]
(x ≥ 1),

[
α

β

]
(x = 0),

[
(ω − 1)β + ωα

β

]
(x ≤ −1).

(5.30)

但し，β2 = −α2. ここで，ω = e2πiφ, φ ∈ (0, 1)であることに注意する. また, α, βに応じて以
下のように λ2, θ2s が決まる．

1. β = iα の場合.

λ2 =
ω(1− 2ω + ω2)− iω(1− ω + ω2)

1− 2ω + 2ω2
,

θ2s =
ω

ω2 − 3ω + 1− i(ω2 − 1)
=

1

2 cos(2πφ) + 2 sin(2πφ)− 3
. (5.31)
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2. β = −iα の場合.

λ2 =
ω(1− 2ω + ω2) + iω(1− ω + ω2)

1− 2ω + 2ω2
,

θ2s =
ω

ω2 − 3ω + 1 + i(ω2 − 1)
=

1

2 cos(2πφ)− 2 sin(2πφ)− 3
. (5.32)

また，定常測度が µ(x) = |ΨL(x)|2 + |ΨR(x)|2 (x ∈ Z)と定義されることに注意すると，定理 10

が導かれる．

定理 10. 固有値問題 (5.29)を解いて得られるWojcik モデルの定常測度は以下のようになる．

µ(x) = |θs|2|x| ×


2|α|2 (x = 0),

2|α|2{2− cos(2πφ)− sin(2πφ)} (x 6= 0, β = iα),

2|α|2{2− cos(2πφ) + sin(2πφ)} (x 6= 0, β = −iα).

(5.33)

但し，

|θs|2 =


1

3− 2 cos(2πφ)− 2 sin(2πφ)
(β = iα),

1

3− 2 cos(2πφ) + 2 sin(2πφ)
(β = −iα).

(5.34)

これよりWojcik モデルの局在性は，モデルのパラメータ φと初期状態 ϕ = T[α, β]に強く依存
する，即ち，パラメータと初期状態の選び方によって局在化を起こし得ることが定式的に確認
できることが分かる．さらに定常測度はウォーカーが遠方に行くに従い指数的に減衰する．

5.3.7 系2の証明

本節では，系 2を分離型母関数法 [25]によって証明する．固有値問題

U (s)Ψ = λ(ω)Ψ (λ(ω) ∈ C, |λ(ω)| = 1) (5.35)

を解く．但し，U (s)はWojcik モデルに対する∞×∞のユニタリ行列である．
固有値問題 (5.35)は以下と同値である．

λΨ(x) = Px+1Ψ(x+ 1) +Qx−1Ψ(x− 1). (5.36)

但し，

Px =



1√
2

[
1 1

0 0

]
(x 6= 0),

ω√
2

[
1 1

0 0

]
(x = 0).

, Qx =



1√
2

[
0 0

1 −1

]
(x 6= 0),

ω√
2

[
0 0

1 −1

]
(x = 0).
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ここで，ω = e2πiφ, φ ∈ (0, 1) であることに注意する．固有値問題 (5.35) の解を Ψ(x) =
T[ΨL(x),ΨR(x)] (x ∈ Z)とおくと，以下の関係式が成り立つ．

1. x = ±2,±3, · · · の場合．

λΨL(x) =
1√
2
ΨL(x+ 1) +

1√
2
ΨR(x+ 1), (5.37)

λΨR(x) =
1√
2
ΨL(x− 1)− 1√

2
ΨR(x− 1). (5.38)

2. x = 1の場合．

λΨL(1) =
1√
2
ΨL(2) +

1√
2
ΨR(2), (5.39)

λΨR(1) =
ω√
2
ΨL(0)− ω√

2
ΨR(0). (5.40)

3. x = −1の場合．

λΨL(−1) =
ω√
2
ΨL(0) +

ω√
2
ΨR(0), (5.41)

λΨR(−1) =
1√
2
ΨL(−2)− 1√

2
ΨR(−2). (5.42)

4. x = 0の場合．

λΨL(0) =
1√
2
ΨL(1) +

1√
2
ΨR(1), (5.43)

λΨR(0) =
1√
2
ΨL(−1)− 1√

2
ΨR(−1). (5.44)

ここで，ΨL(x)とΨR(x)に対する母関数を導入する．j ∈ {L,R}として，

f j
+(z) =

∞∑
x=1

Ψj(x)zx, (5.45)

f j
−(z) =

−∞∑
x=−1

Ψj(x)zx (5.46)

とおく．このとき，補題 8が成り立つ．
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補題 8.

A =

λ− 1√
2λ

− 1√
2λ

− z√
2
λ λ

z√
2

 , f±(z) =

[
fL
±(z)

fR
± (z)

]
,

a+(z) =

 −λα
ωz√
2
(α− β)

 , a−(z) =

 ω√
2z

(α + β)

−λβ


とおく. 但し，ω = e2πiφ (φ ∈ (0, 1)), α = ΨL(0) かつ β = ΨR(0). このとき，

Af±(z) = a±(z) (5.47)

の関係が成り立つ．

Proof. 式（5.37）と（5.38）より，以下が成り立つ．

λ
∞∑
x=2

ΨL(x)zx =
1√
2

∞∑
x=2

ΨL(x+ 1)zx +
1√
2

∞∑
x=2

ΨR(x+ 1)zx,

λ
∞∑
x=2

ΨR(x)zx =
1√
2

∞∑
x=2

ΨL(x− 1)zx − 1√
2

∞∑
x=2

ΨR(x− 1)zx.

これら 2式から，(
λ− 1√

2z

)
fL
+(z)−

1√
2z

fR
+ (z) = λzΨL(1)− z√

2
(ΨL(2) + ΨR(2))

− 1√
2
(ΨL(1) + ΨR(1)), (5.48)(

λ+
z√
2

)
fR
+ (z)−

z√
2
fL
+(z) = λzΨR(1) (5.49)

を得る．以下，この 2式の右辺を ΨL(0) と ΨR(0)で表す．α = ΨL(0), β = ΨR(0) とおく．式
(5.39)と式 (5.43)を式 (5.48) の右辺に代入すると，(

λ− 1√
2z

)
fL
+(z)−

1√
2z

fR
+ (z) = −λα (5.50)

が導かれる．一方，式 (5.40)を式 (5.49)の右辺に代入すると，(
λ+

z√
2

)
fR
+ (z)−

z√
2
fL
+(z) =

ωz(α− β)√
2

(5.51)

が得られる．
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次に，同様にして式（5.37）と（5.38）から以下が成り立つ．

λ

−∞∑
x=−2

ΨL(x)zx =
1√
2

−∞∑
x=−2

ΨL(x+ 1)zx +
1√
2

−∞∑
x=−2

ΨR(x+ 1)zx,

λ
−∞∑
x=−2

ΨR(x)zx =
1√
2

−∞∑
x=−2

ΨL(x− 1)zx − 1√
2

−∞∑
x=−2

ΨR(x− 1)zx.

これら 2式より，(
λ− 1√

2z

)
fL
−(z)−

1√
2z

fR
− (z) =

λ

z
ΨL(−1), (5.52)(

λ+
z√
2

)
fR
− (z)−

z√
2
fL
−(z) =

λ

z
ΨR(−1)− 1√

2z
(ΨL(−2)−ΨR(−2))

− 1√
2
ΨL(−1) +

1√
2
ΨR(−1) (5.53)

を得る．式 (5.41)を式 (5.52)の右辺に代入すると，(
λ− 1√

2z

)
fL
−(z)−

1√
2z

fR
− (z) =

ω(α+ β)√
2z

(5.54)

が得られる．一方，式 (5.41)，式 (5.42)，式 (5.44)を式 (5.53)の右辺に代入すると，(
λ+

z√
2

)
fR
− (z)−

z√
2
fL
−(z) = −λβ (5.55)

が導かれる．以上から，補題 8 の証明が終わる．

系 2の証明に戻る．補題 8の式 (5.47)を解く．θs, θl ∈ Cを以下を満たすようにとる．

detA =
λ√
2z

{
z2 −

√
2

(
1

λ
− λ

)
z − 1

}
(5.56)

=
λ√
2z

(z − θl)(z − θs). (5.57)

但し，|θs| ≤ 1 ≤ |θl|.

式 (5.56)に注意すると，θsθl = −1である．次に，補題 8を用いて固有値問題の固有ベクトルΨ

を各場所 x ∈ Zごとに求めてる．

1. fL
+(z)について．

fL
+(z) =

1

detA

{(
λ+

z√
2

)
(−λα) +

1√
2z

ωz√
2
(α− β)

}
=

−αz

λ(z − θs)(z − θl)

{
z −

√
2

λα

(
−λ2α +

ω

2
(α− β)

)}
.
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ここで，θs =

√
2

λα

(
−λ2α +

ω

2
(α− β)

)
とおくと，

fL
+(z) = − αz

z − θl
= − αz

z + θ−1
s

= −α
zθs

zθs + 1

= −αθsz{1 + (−θsz) + (−θsz)
2 + · · · }．

= α

∞∑
x=1

(−θsz)
x

が導かれる．即ち，

fL
+(z) =

∞∑
x=1

(−θsz)
x (5.58)

を得る．従って，式 (5.58)と fL
+(z)の定義より，

ΨL(x) = α(−θs)
x (x ≥ 1) (5.59)

が得られる．但し，

θs =

√
2

λα

(
−λ2α +

ω

2
(α− β)

)
. (5.60)

2. fR
+ (z)について．

同様に，θs =
ω(α− β)√

2λ{(ω − 1)α− ωβ}
とおくと，

fR
+ (z) = −{(1− ω)α + ωβ}z

z − θl
= −{(1− ω)α + ωβ}z

z + θ−1
s

= −{(1− ω)α + ωβ}θsz
1 + θsz

= −{(1− ω)α + ωβ}θsz{1 + (−θsz) + (−θsz)
2 + · · · }

が導かれる．即ち，

fR
+ (z) = {(1− ω)α + ωβ}

∞∑
x=1

(−θsz)
x (5.61)

を得る．従って

ΨR(x) = {(1− ω)α+ ωβ}(−θs)
x (x ≥ 1) (5.62)

が得られる．但し，

θs =
ω(α− β)√

2λ{(ω − 1)α− ωβ}
. (5.63)
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3. fL
−(z)について．

同様に, θl = −
√
2λ{ωα + (ω − 1)β}

ω(α + β)
とおくと，

fL
−(z) =

ω(α + β)√
2λ

1

z − θs

=
ω(α + β)√

2λ
× 1

θs
× θs

z

1

1− θs/z

=
ω(α + β)√

2λ

1

θs

−∞∑
x=−1

(θ−1
s z)x

= {ωα + (ω − 1)β}
−∞∑
x=−1

(θ−1
s z)x

が導かれる．即ち，

fL
−(z) = {ωα + (ω − 1)β}

−∞∑
x=−1

(θ−1
s z)x (5.64)

を得る．従って，

ΨL(x) = {ωα + (ω − 1)β}(θs)−x (x ≤ −1) (5.65)

が得られる．但し，

θs =
ω(α + β)√

2λ{ωα + (ω − 1)β}
. (5.66)

4. fR
− (z)について．

同様に，θl =
λβ√
2

2

−ωα + (2λ2 − ω)β
とおくと，

fR
− (z) =

√
2

λ

{ω
2
α +

(ω
2
− λ2

)
β
} 1

z − θs

=

√
2

λ

{ω
2
α +

(ω
2
− λ2

)
β
} 1

θs

θs
z

1

1− θs/z

= β

−∞∑
x=−1

(θ−1
s z)x

が導かれる．即ち，

fR
− (z) = β

−∞∑
x=−1

(θ−1
s z)x (5.67)
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を得る．従って，

ΨR(x) = β(θs)
−x (x ≤ −1) (5.68)

が得られる．但し，

θs = −
√
2

λβ

{ω
2
α +

(ω
2
− λ2

)
β
}
. (5.69)

以上，より系 2が得られる．本論文では定常測度が µ(x) = |ΨL(x)|2 + |ΨR(x)|2 (x ∈ Z)で定義
されることに注意すると，系 2から定理 10が導かれる．

5.4 研究考察
固有値問題 (5.29)の解はWojcik et. al.[47]と矛盾しない結果であり，導出はよりシステマ

ティックで平易である．

5.4.1 先行研究との対応

先行研究 Wojcik et al. [47] との対応についてまとめる．以下では，λ2と θ2s を ωを用いて表
す．まず，θsを表す四つの式 (5.60), (5.63), (5.66), (5.69)より，β = iα，または β = −iα，お
よび，

(−λ2ω + λ2 − ω)α + (−ω2 + ω + λ2ω)β = 0. (5.70)

を得る．これを λ2についてまとめると，

(α− αω + βω)λ2 = αω + βω2 − βω (5.71)

となる．さらに，式 (5.66)より，

θ2s =
ω2(α + β)2

2λ2{ωα + (ω − 1)β}2
(5.72)

を得る．これより，以下の場合に分けて考える．

1. β = iαの場合．
Wojcik et al.[47]との対応は，

α
(−)
0 = C, β

(−)

0 = iC (5.73)

となる．式 (5.72)を λ2について解いて，

λ2 =
ω(1− i+ iω)

1− ω + iω

=
ω(1− 2ω + ω2)− iω(1− ω + ω2)

1− 2ω + 2ω2
(5.74)
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を得る．式 (5.74)はWojcik et al.[47]の式 (8)の λ−と一致することが分かる．また，こ
のとき，

θ2s =
ω

ω2 − 3ω + 1− i(ω2 − 1)
(5.75)

であり，これはWojcik et al. [47]の x−を表す式 (11)と一致することが分かる．

2. β = −iαの場合．

1.と同様にして，

λ2 =
ω(1− 2ω + ω2) + iω(1− ω + ω2)

1− 2ω + 2ω2
(5.76)

が得られる．式 (5.74)もWojcik et al. [47]の式 (8)の λ+と一致する．また，

θ2s =
ω

ω2 − 3ω + 1 + i(ω2 − 1)
(5.77)

であり，これはWojcik et al.[47]の x+を表す式 (11)と一致する．

5.4.2 CGMV法による結果との整合性

Cantero et al. [4]によれば ，CGMV法を用いて 1次元上の原点のみユニタリ行列が異なる
2状態の量子ウォークの時間平均極限測度が得られる．CGMV法とは，Cantero, Grümbaum,

Moral, and Velázquez (2010)によって導入された直交多項式の理論を用いた量子ウォークの解
析方法であり，彼らの頭文字をとってその名前としている．CGMV法は，量子ウォーカーの挙
動が空間に依存する非一様量子ウォークの解析にも役に立つ．特に，1次元上の原点のみユニタ
リ行列が異なる量子ウォークの再帰確率を与える．以下，参考文献 [4]の記法を用いる．Wojcik

モデルに対してCGMV法を適用すると，

σ1 = 0, σ2 = π, σ = σ1 + σ2 = π, θ =
σ

2
=

π

2
,

τ1 = 2πφ, τ2 = 2πφ+ π, τ = τ1 + τ2 = 4πφ+ π,

a =
i√
2
e−2πφi, b =

i√
2
, ω = e2πφi,

ζ±(b) = ± 1√
2
+

i√
2
, ρa = ρb =

1√
2

となる．よって， ∣∣∣∣a− 1

2
ζ+(b)

∣∣∣∣ > 1

2
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は，φ ∈ (1/4, 1) と同値である．同様に，∣∣∣∣a− 1

2
ζ−(b)

∣∣∣∣ > 1

2

は，φ ∈ (0, 3/4) と同値である．さらに，

|ζ±(b)− a|2 = 3− 2
√
2C±

2

が成り立つ．一方，

α̂ = λ̂
(1)
0 α = α, β̂ = λ̂

(2)
1 β = exp

(
i

(
σ2 − σ1

2
+ τ2 − σ2

))
β = iωβ

が成り立つ．従って，φ ∈ (1/4, 1) のとき，

lim
t→∞

r2n(0) =
1

2

(
1− ρ2a

|ζ+(b)− a|2

)2
{
1− (|α̂|2 − |β̂|2)<(b) + 2ρb<(ωα̂β̂)√

1− (=(b))2

}

=
1

2

(
2(1−

√
2C−)

3− 2
√
2C−

)2

{1− 2<(iαβ)}

= 2

(
1−

√
2C−

3− 2
√
2C−

)2

|α− iβ|2

となる．同様に，φ ∈ (0, 3/4) のとき，

lim
t→∞

r2n(0) =
1

2

(
1− ρ2a

|ζ−(b)− a|2

)2
{
1 +

(|α̂|2 − |β̂|2)<(b) + 2ρb<(ωα̂β̂)√
1− (=(b))2

}

=
1

2

(
2(1−

√
2C+)

3− 2
√
2C+

)2

{1 + 2<(iαβ)}

= 2

(
1−

√
2C+

3− 2
√
2C+

)2

|α+ iβ|2

となる．従って，

µ∞(0) = lim
t→∞

r2n(0)

2
=

(
1−

√
2C−

3− 2
√
2C−

)2

|α−iβ|2×I(1/4,1)(φ)+

(
1−

√
2C+

3− 2
√
2C+

)2

|α+iβ|2×I(0,3/4)(φ).

これより，CGMV法により時間平均極限測度を導出した場合も時空間母関数法による結果と同
じ結果が得られることが確かめられる．

5.4.3 時間平均極限測度と定常測度の対応

Wojcik モデルでは，時間平均極限測度が定常測度を完全に含む形をしている．本来 2つの測
度は異なるものであり，このような綺麗な対応関係は珍しい．Wojcik モデルは，分離型母関数
法を適用できる良い量子ウォークである，とも考えられる．
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5.5 本章のまとめと今後の展望
本章の研究では，

•Wojcik et al. [47]により導入され研究された量子ウォークに対して，2種類の母関数法を用い
て時間平均極限測度と定常測度を導出した．
•時間平均極限測度は定常測度を含む形をしており，定常測度は時間平均極限測度の特殊な場
合であることが分かった．
•時間平均極限測度と定常測度は，共に原点対称性を持ち、定常測度は場所に関して指数的に
減少することが分かった．
•局在化は，初期状態とモデルのパラメータに強く依存することが分かった．
•原点における時間平均極限測度は CGMV法 [4]，およびパスの方法，そして時空間母関数法
の 3つの方法で得た結果と一致した．このことから，時空間母関数法がWojcik モデルに対し
て有効であることが期待される．

今後は，
•弱収束極限測度の拡散項を時空間母関数法を用いて導出しWojcikモデルの漸近挙動の特性を
明らかにする．
•Wojcikモデルの時間平均極限測度と定常測度の関係の定性的な意味を明らかにし，量子統計
物理学や量子情報学との関連を模索する．
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第6章 二相系量子ウォークの
極限定理

本章の研究では，原点に関して非対称な 1次元離散時間量子ウォークを扱う．ここで「非対
称」とは，原点に関して正と負の領域で異なる量子コインを持つことをいう．このようなモデ
ルを本論文では「二相系量子ウォーク」と呼ぶことにする．具体的には，はじめにパスの重みの
母関数を用いて時間平均極限測度を導出した．尚，量子ウォークの局在化は数学的には時間平
均極限測度によって定義される．Konno et al. [25] によれば，1次元系におけるいくつかの量子
ウォークでは時間平均極限測度と定常測度は密接に関係している．そこで，二相系量子ウォー
クの固有方程式をその解の母関数を用いて解き，定常測度を導出し 2つの測度の関係を調べた．
また，1次元系における 2状態の空間的に一様な量子ウォークは局在化を起こさないことが知
られている [21, 22]. 本章ではまず，本章の研究背景と研究目的を紹介し，続いて二相系量子
ウォークの極限定理について研究した内容 [8]をまとめる．本章の研究は，二相系量子ウォーク
のパラメータの値により一致する別の量子ウォークに関する研究 [7]も参考にした．

6.1 研究背景と研究目的
第 4章でまとめたように，1次元系においてこれまで局在化を表す厳密な結果が得られてい

るのは，場所に関して一様な量子ウォーク [21, 22]，原点のみユニタリ行列が異なる量子ウォー
ク [25]，3状態グローヴァーウォーク [15] のみであり，原点に関して非対称な量子ウォークに
対しては局在化に関する厳密な研究結果が存在しなかった．
このような背景から，原点のみユニタリ行列が異なる量子ウォークの自然な非対称化モデル

の 1つとして，原点に関して正と負の領域で量子ウォーカーが異なる挙動をする（異なる量子
コインを持つ）場所に関して非一様な量子ウォークが考えられる．この量子ウォークを「二相系
量子ウォーク」と呼び，その時間平均極限測度と定常測度を導出し局在化を記述する厳密な表
式を得ること，および 2つの測度の関係を明らかにし原点に関して非対称な場所に関して非一
様な量子ウォークの漸近挙動の解析方法の改善，構築につなげることの 2点を目的とした．ま
た，Kitagawa et al. [18]は，トポロジカル絶縁体の研究に対して二相系量子ウォークが重要な
示唆を与えることを明らかにしており，2相系量子ウォークの量子統計物理学への応用も期待
される．
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6.2 研究内容

6.2.1 モデル

本章の研究では，各場所 x ∈ Zに対して時間発展作用素が以下のユニタリ行列で与えられる
量子ウォークを扱う．

Ux =



U+ = 1√
2

[
1 eiσ+

e−iσ+ −1

]
(x ≥ 1),

U− = 1√
2

[
1 eiσ−

e−iσ− −1

]
(x ≤ −1),

U0 =

[
1 0

0 −1

]
(x = 0).

(6.1)

但し， σ+, σ− ∈ [0, 2π)であり，添え字の xは量子ウォーカーの位置を表す. 本論文では，この
量子ウォークを特に「二相系量子ウォーク」と呼ぶ．det(Ux) = −1 (x ∈ Z)であることに注意
する.

6.2.2 時間発展

二相系量子ウォークのユニタリ行列 Uxを以下のように分解する．

Ux = Px +Qx (x ∈ Z).

但し，

Px =



P+ = 1√
2

[
1 eiσ+

0 0

]
(x ≥ 1),

P− = 1√
2

[
1 eiσ−

0 0

]
(x ≤ −1),

P0 =

[
1 0

0 0

]
(x = 0)．

Qx =



Q+ = 1√
2

[
0 0

e−iσ+ −1

]
(x ≥ 1),

Q− = 1√
2

[
0 0

e−iσ− −1

]
(x ≤ −1),

Q0 =

[
0 0

0 −1

]
(x = 0).

ここで，時刻 t場所 xにおける量子ウォーカーの確率振幅を

Ψt(x) =

[
ΨL

t (x)

ΨR
t (x)

]
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とおく．このとき，二相系量子ウォークの時間発展は以下の漸化式で定義される．

Ψt+1(x) = Px+1Ψt(x+ 1) +Qx−1Ψt(x− 1), (6.2)

即ち， [
ΨL

t+1(x)

ΨR
t+1(x)

]
=

[
ax+1Ψ

L
t (x+ 1) + bx+1Ψ

R
t (x+ 1)

cx−1Ψ
L
t (x− 1) + dx−1Ψ

R
t (x− 1)

]
.

また，量子ウォーカーが時刻 tのときに場所 xにいる確率を

P (Xt = x) = ‖|Ψt(x)〉‖2 = 〈Ψt(x)|Ψt(x)〉

で定義する. 時刻 0における量子ウォーカーの原点における確率振幅を

|Ψ0(0)〉 = T[α, β]

とする．但し，α, β ∈ C あり，T は転置作用素を表す.

6.3 研究結果

6.3.1 時間平均極限測度

第 2章でまとめたように 1次元離散時間量子ウォークの局在化は数学的には時間平均極限測
度を用いて定義された．本章の研究では第 5章の「Wojcik モデルの極限定理」の研究と同様に
時間平均極限測度，および定常測度を定義する．即ち，時間平均極限測度を

µ∞(x) = lim
T→∞

µT (x) = lim
T→∞

1

T

T−1∑
t=0

P (Xt = x),

定常測度を
µ(x) = |ΨL(x)|2 + |ΨR(x)|2 (x ∈ Z)

と定義する．但し，Ψ(x) = T[ΨL(x)ΨR(x)]は，固有値問題 U (s)Ψ = λΨの解である．原点から
出発する二相系量子ウォークに対して，はじめに以下の定理 11を得た．

定理 11. 初期量子コイン状態を ϕ = T[α, β] とおく．但し，α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1. α =

aeiφ1 , β = beiφ2 , φj ∈ [0, 2π) (j = 1, 2). さらに σ = (σ+ − σ−)/2, φ̃ij = φi − φj (i, j = 1, 2)と
おく．このとき，各場所 x ∈ Zに関する時間平均極限測度は以下のようになる．

µ∞(x) = I{−1/
√
2≤sinσ≤1}(x)ν

(+)(x;σ) + I{−1≤sinσ≤1/
√
2}(x)ν

(−)(x; σ).
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但し，

ν (±)(x;σ) =

(
1±

√
2 sin σ

3± 2
√
2 sin σ

)2

×{1± 2ab sin(φ̃12 − σ̃)}

{
δ0(x) + (1− δ0(x))(2±

√
2 sin σ)

(
1

3± 2
√
2 sin σ

)|x|
}
.

これより，二相系量子ウォークの時間平均極限測度は原点対称性を持つことが分かる．また，
二相系量子ウォークは初期状態 ϕやパラメータ φに依らずに局在化を起こす．

6.3.2 定理11の証明

ここでは，定理 11を時空間母関数法により証明する．

�準備

まず，導出に必要な用語や補題などを準備する．基本的な用語は第 5章の「Wojcikモデルの
極限定理」の研究と同様である．証明では第 5章の系 1を主軸に，Ξ̃x(z) の留数を求めることに
帰着される．そこで，Ξ̃x(z) の便利な表現を紹介する．補題 9は参考文献 [25]における Lemma

3.1から得られる．

補題 9. [25] ∆x : Uxの行列式とする. また，x ∈ Zに対して，ax, dx 6= 0が成り立つとする.

1. x = 0の場合:

Ξ̃0(z) =
1

1 + f̃
(+)
0 (z)f̃

(−)
0 (z)

[
1 −f̃

(+)
0 (z)

f̃
(−)
0 (z) 1

]
.

2. |x| ≥ 1の場合．

Ξ̃x(z) =


(λ̃

(+)
x (z))x−1

[
λ̃
(+)
x (z)f̃

(+)
x (z)

z

]
[0,−1]Ξ̃0(z) (x ≥ 1),

(λ̃
(−)
x (z))|x|−1

[
z

λ̃
(−)
x (z)f̃

(−)
x (z)

]
[1, 0]Ξ̃0(z) (x ≤ −1)．

但し，f̃
(+)
x (z)は以下の 2次方程式の解である.

1. (f̃
(+)
x (z))2 −

√
2eiσ+(1 + z2)f̃

(+)
x (z) + e2iσ+z2 = 0,
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2. (f̃
(−)
x (z))2 −

√
2e−iσ−(1 + z2)f̃

(−)
x (z) + e−2iσ−z2 = 0.

また，λ̃
(±)
x (z)は以下を満たす．

λ̃(+)
x (z) =

z

e−iσ+ f̃
(+)
x (z)−

√
2
, λ̃(−)

x (z) =
z

√
2− eiσ− f̃

(−)
x (z)

.

ここで，x ∈ Zに対して，

λ̃(±)
x (z) = λ̃

(±)
0 (z), λ̃(+)(z) = −λ̃(−)(z), f̃ (±)

x (z) = f̃
(±)
0 (z)

となることに注意し，それぞれ λ̃(±)(z), f̃ (±)(z) とおく．ω = iz = ieiθとおくと，以下のよう
に λ̃(±)(z)と f̃ (±)(z)が得られる．

f̃ (±)(z) = −ωe±iσ±

√
2

{(ω − ω−1) +
√

(ω − ω−1)2 + 2},

λ̃(±)(ω) = ∓ ω√
2
{(ω − ω−1) +

√
(ω − ω−1)2 + 2}.

を得る．ここで，ω = iz = ieiθ に注意すると，第 5章の「Wojcik モデルの極限定理」の研究と
同様に根号は以下のようになる．

lim
ε→0

√
(ω + ω−1)2 − 2 =

{
−2 sgn(sin θ)

√
sin2 θ − 1/2

(
| sin θ| ≥ 1/

√
2
)
,

−2i sgn(cos θ)
√

sin2 θ − 1/2
(
| sin θ| < 1/

√
2
)
.

従って，

f̃ (+)(z) = ei(θ+σ++φ̃(θ)) (6.3)

を得る．同様にして，f̃ (−)(z) は以下のようになる．

f̃ (−)(z) = ei(θ−σ−+φ̃(θ)). (6.4)

また，

λ̃(±)(z) = ±i{−
√
2 sin θ + sgn(sin θ)

√
1− 2 cos2 θ} (6.5)

となる．

� Ξ̃x(z)の特異点

補題 9の Ξ̃0(z)の分母を Λ̃0(z) = 1 + f̃ (+)(z)f̃ (−)(z)とおく．Ξ̃x(z)の特異点は，Λ̃0(z) = 0を
満たす点 z(∈ C)であるが，これは

ei(θ+φ̃(θ) = ±ie−iσ

と同値である．但し，σ = (σ+ − σ−)/2 とおいた.
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1. ei(θ+φ̃(θ)) = ie−iσの場合.

以下が成り立つ．

sin(θ + φ̃(θ)) = cosσ, (6.6)

cos(θ + φ̃(θ)) = sinσ. (6.7)

式 (6.6)と式 (6.7)はそれぞれ次のように展開される．

sin θ cos ˜φ(θ) + sin φ̃(θ) cos θ

=
√
2 sin θ cos θ ++sgn(sin θ) cos θ

√
1− 2 cos2 θ

= cosσ,

cos θ cos φ̃(θ) − sin θ sin φ̃(θ)

=
√
2 cos2 θ − | sin θ|

√
1− 2 cos2 θ

= sin σ.

これより，

(
√
2− sin σ) cos θ = sin θ cosσ, (6.8)

即ち，

cos θ =
sin θ cos σ√
2− sinσ

(6.9)

が得られ，sin2 φ̃(θ) + cos2 φ̃(θ) = 1 に注意すると特異点は以下を満たす．
cos2 θ =

cos2 σ

3− 2
√
2 sin σ

,

sin2 θ =
(
√
2− sin σ)2

3− 2
√
2 sin σ

.

(6.10)

式 (6.9)より解の符号は cosσの符号で決まる．

2. ei(θ+φ̃(θ)) = −ie−iσの場合．
以下が成り立つ．

sin(θ + φ̃(θ)) = − cos σ,

cos(θ + φ̃(θ)) = − sinσ.

1.と同様にして，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

√
2 sin θ cos θ + sgn(sin θ) cos θ

√
1− 2 cos2 θ = − cos σ,

√
2 cos2 θ − | sin θ|

√
1− 2 cos2 = − sin σ
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を得る．これより，

(
√
2 + sin σ) cos θ = − sin θ cos σ,

即ち，

cos θ = − sin θ cosσ√
2 + sinσ

(6.11)

が得られ，sin2 φ̃(θ) + cos2 φ̃(θ) = 1 に注意すると特異点は以下を満たす．
cos2 θ =

cos2 σ

3 + 2
√
2 sin σ

,

sin2 θ =
(
√
2 + sin σ)2

3 + 2
√
2 sin σ

.

(6.12)

式 (6.11)より解の符号は cosσの符号で決まる．

�時間平均極限測度の構成

各場所 x(∈ Z)ごとに時間平均極限測度を求める．

1. x = 0の場合．

補題 9より，Ξ̃0(z)ϕは以下のように書ける．

Ξ̃0(z)ϕ =
1

1 + f̃ (+)(z)f̃ (−)(z)

[
1 −f̃ (+)(z)

f̃ (−) 1

][
α

β

]
=


α− βf̃ (+)(z)

Λ̃0

αf̃ (−)(z) + β

Λ̃0

 .

ここで，‖Res(Ξ̃0(z)ϕ : eiθ)‖2 を次で定義する．

‖Res
(
Ξ̃0(z)ϕ : eiθ

)
‖2 =

∣∣∣∣∣Res

(
α− βf̃ (+)(z)

Λ̃0(z)
: z = eiθ

)∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣Res

(
αf̃ (−)(z) + β

Λ̃0(z)
: z = eiθ

)∣∣∣∣∣
2

.

Res

(
αf̃ (−)(z) + β

Λ̃0(z)
: z = eiθ

)
=

1

Λ̃′
0(eiθ)

(α− βf̃ (+)(eiθ))

の関係に注意すると，∣∣∣∣∣Res

(
α− βf̃ (+)(z)

Λ̃0(z)
: z = eiθ

)∣∣∣∣∣
2

=
1

| ˜Λ
′
0(e

iθ)|2
|α− βf̃ (+)(eiθ)|2

=
1

| ˜Λ
′
0(e

iθ)|2
{1− 2<(αβf̃ (+)(eiθ))}
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となる．同様にして，∣∣∣∣∣Res

(
αf̃ (−)(z) + β

Λ̃0(z)
: z = eiθ

)∣∣∣∣∣
2

=
1

| ˜Λ
′
0(e

iθ)|2
|αf̃ (−)(eiθ) + β|2

=
1

| ˜Λ
′
0(e

iθ)|2
{1 + 2<(αβf̃ (−)(eiθ))}

となる．従って，µ∞(0)は

µ∞(0) =
∑
θs

2

|Λ̃′
0(eiθ)|2

{1−<(αβf̃ (+)(eiθ)) + <(αβf̃ (−)(eiθ))} (6.13)

と表される．各特異点eiθsに対して式 (6.13)を計算する．α = aeiφ1 , β = beiφ2 , φ̃ij = φi−φj (j =

1, 2) とおくと，

αβf̃ (+)(z) = ab cos(φ̃21 + θ + σ+ + φ̃(θ))，

αβf̃ (−)(z) = ab cos(φ̃21 − θ + σ− + φ̃(θ))

となる．以下の関係に注意する．
cos(φ̃21 + θ + σ+ + φ̃(θ)) = cos(φ̃21 + σ+) cos(θ + φ̃(θ))

− sin(φ̃21 + σ+) sin(θ + φ̃(θ)),

cos(φ̃12 − θ + σ− + φ̃(θ)) = cos(φ̃12 + σ−) cos(θ + φ̃(θ))

− sin(φ̃12 − σ−) sin(θ + φ̃(θ)).

(a) ei(θ+φ̃(θ)) = ie−iσの場合.

cos(θ + φ̃(θ)) = sin σ, sin(θ + φ̃(θ)) = cos σの関係に注意すると，{
<{αβf̃ (+)(eiθ

(+)
))} = −ab sin(σ̃ − φ̃12),

<{αβf̃ (−)(eiθ
(+)

))} = ab sin(σ̃ − φ̃12)
(6.14)

を得る．但し，σ̃ = (σ+ + σ−)/2 とおいた．従って，

‖Res(Ξ̃0(z)ϕ : z = eiθ)‖2 = 2

|Λ̃′
0(eiθ)|2

{1 + 2ab sin(σ̃ − φ̃12)}

が導かれる．ここで，

Λ̃
′
0(e

iθ) =
∂θ

∂z

∂Λ̃0

∂θ

= (−ie−iθ)

{
2i

(
1 +

∂φ̃(θ)

∂θ

)}
e2i(θ+σ+φ̃(θ))
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の関係に注意すると，以下が得られる．

|Λ̃′
0(e

iθ)|2 = 4

∣∣∣∣∣1 + ∂φ̃(θ)

∂θ

∣∣∣∣∣
2

(6.15)

=


4
(3− 2

√
2 sin σ)2

(1−
√
2 sin σ)2

(−1 ≤ sinσ ≤ 1/
√
2),

4
1

(1−
√
2 sin σ)2

(1/
√
2 < sinσ ≤ 1).

(6.16)

但し，
∂φ̃(θ)

∂θ
=

√
2 sin θ

sin φ̃(θ)

の関係に注意する．以上より

‖Res(Ξ̃0(z)ϕ : z = eiθ
(+)

)‖2 = (1−
√
2 sin σ)2

2(3− 2
√
2 sin σ)2

{1 + 2ab sin(σ̃ − φ̃12)} (6.17)

となる．

(b) ei(θ+φ̃(θ)) = −ie−iσの場合.

(a)と同様にして，

‖Res(Ξ̃0(z)ϕ : eiθ
(−)

)‖2 = 2

|Λ̃′(eiθ)|2
{1− 2ab sin(σ̃ − φ̃12)}

が導かれる．また，

|Λ̃′
0(e

iθ)|2 = 4

∣∣∣∣∣1 + ∂φ̃(θ)

∂θ

∣∣∣∣∣
2

(6.18)

=


4
(3 + 2

√
2 sin σ)2

(1 +
√
2 sin σ)2

(−1/
√
2 ≤ sinσ ≤ 1),

4
1

(1 +
√
2 sin σ)2

(−1 ≤ sinσ ≤ −1/
√
2)

(6.19)

以上より，

‖Res(Ξ̃0(z)ϕ : z = eiθ
(−)

)‖2 = (1 +
√
2 sin σ)2

2(3 + 2
√
2 sin σ)2

{1− 2ab sin(σ̃ − φ̃12)} (6.20)

となる．3式 (6.13), (6.17), (6.20),および，第 5章系 1 より µ∞(0)を得る．

2. x ≥ 1の場合.
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補題 9より，Ξ̃x(z)ϕは以下のように書ける．

Ξ̃x(z)ϕ = −(λ̃(+))x−1

Λ̃0(z)

[
(λ̃(+)(z))f̃ (+)(z)(α− βf̃ (+)(z))

z(αf̃ (−)(z) + β)

]
.

ここで，‖Res(Ξ̃x(z)ϕ : z = eiθ)‖2を次のように定義する．

‖Res(Ξ̃x(z)ϕ : z = eiθ)‖2 =

∣∣∣∣∣Res

(
−(λ̃(+)(z))xf̃

(+)
0 (z)(α− βf̃ (+)(z))

Λ̃0(z)
: z = eiθ

)∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣Res

(
−(λ̃(+)(z))x−1z(αf̃ (−)(z) + β))

Λ̃0(z)
: z = eiθ

)∣∣∣∣∣
2

.

Res

(
−(λ̃(+)(z))xf̃ (+)(z)(α− βf̃ (+)(z))

Λ̃0(z)
: z = eiθ

)
= −(λ̃(+)(eiθ))xf̃

(+)
0 (eiθ)(αf̃

(−)
0 (eiθ) + β)

Λ̃
′
0(e

iθ)

の関係に注意すると，∣∣∣∣∣Res

(
−(λ̃(+)(z))xf̃ (+)(z)(α− βf̃ (+)(z))

Λ̃0(z)
: z = eiθ

)∣∣∣∣∣
2

=
|λ̃(+)(eiθ)|2x

4
∣∣∣1 + ∂φ̃(θ)

∂θ

∣∣∣2 (6.21)

を得る．同様にして，∣∣∣∣∣Res

(
−(λ̃(+))x−1z(αf̃ (−)(z) + β)

Λ̃0(z)
: z = eiθ

)∣∣∣∣∣
2

=
|λ̃(+)(eiθ)|2(x−1)

4
∣∣∣1 + ∂φ̃(θ)

∂θ

∣∣∣2 (6.22)

が得られる．これより，時間平均 µ∞(x)は，

µ∞(x) =
∑
θs

|λ̃(+)(eiθs)|2(x−1)

4
∣∣∣1 + ∂φ̃(θ)

∂θ

∣∣∣2 (1 + |λ̃(+)(eiθs)|2) (6.23)

と書ける．但し，{eiθs} は Ξ̃x(z)の特異点の集合である．次に，各特異点に対して |λ̃(+)(eiθs)|2

を計算する. λ̃(+)(z) の定義より，

λ̃(+)(eiθ) =
1

eiφ̃(θ) −
√
2e−iθ

である．従って，

|λ̃(+)(eiθ)|2 = 1

3− 2
√
2 cos(θ + φ̃(θ))
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を得る．

cos(θ + φ̃(θ)) =

{
sin σ (θ = θ

(±)
1 )

− sin σ (θ = θ
(±)
2 )

に注意すると， 
|λ̃(+)(eiθ

(±)
1 )|2 = 1

3− 2
√
2 sin σ

,

|λ̃(+)(eiθ
(±)
2 )|2 = 1

3 + 2
√
2 sin σ

(6.24)

となる．4式 (6.16), (6.19), (6.23), (6.24)より，µ∞(x)が得られる．

3. x ≤ −1の場合.

2.と同様にして µ∞(x) (x ≤ −1)が導かれる．

6.3.3 定常測度

二相系量子ウォークに対して固有値問題

U (s)Ψ = λΨ (λ ∈ C, |λ| = 1) (6.25)

を母関数を用いて解き，ある種の定常測度を導出した．但し，U (s)は二相系量子ウォークに対
する∞×∞のユニタリ行列である．また，λはU (s)の固有値, Ψは固有ベクトルとする．ここ
で，本章の研究では第 5章の研究と同様の記法を用いて二相系量子ウォークの定常測度を

µ(x) = |ΨL(x)|2 + |ΨR(x)|2 (x ∈ Z) (6.26)

と定義する．但し，

Ψ(x) =

[
ΨL(x)

ΨR(x)

]
とおいた. はじめに命題 5を得た．

命題 5. 固有値問題 (6.25)の解は以下のようになる．以下，c ∈ Cとする．

1. λ(1) =
cosσ + (sin σ +

√
2)i√

3 + 2
√
2 sin σ

,Ψ(1)(0) = T[α(1), β(1)] =
c√
2
T
[
1,−ie−(σ++σ−)i/2

]
.

ΨL(x) =



c√
2

(
i√

3 + 2
√
2 sinσ

)x

(x = 1, 2, · · · ),
c√
2

(x = 0),(
1 +

i√
2
e−

σ++3σ−
2

)
c

(
− i√

3 + 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).
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ΨR(x) =



(
e−iσ+

√
2

− ie−
(σ++σ−)i

2

)
c

(
i√

3 + 2
√
2

)x

(x = 1, 2, · · · ),

−ie−
(σ++σ−)i

2
c√
2

(x = 0),

−ie−
(σ++σ−)i

2
c√
2

(
− i√

3 + 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).

2. λ(2) = −λ(1), Ψ(2)(0) = Ψ(1)(0) = T[α(1), β(1)].

ΨL(x) =



c√
2

(
− i√

3 + 2
√
2 sin σ

)x

(x = 1, 2, · · · ),
c√
2

(x = 0),(
1 +

i√
2
e−

σ++3σ−
2

)
c

(
− i√

3 + 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).

ΨR(x) =



(
e−iσ+

√
2

− ie−
(σ++σ−)i

2

)
c

(
− i√

3 + 2
√
2

)x

(x = 1, 2, · · · ),

−ie−
(σ++σ−)i

2
c√
2

(x = 0),

−ie−
(σ++σ−)i

2
c√
2

(
i√

3 + 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).

3. λ(3) = −cos σ + (sin σ −
√
2)i√

3− 2
√
2 sin σ

,Ψ(3)(0) = T[α(3), β(3)] =
c√
2
T
[
1, ie−(σ++σ−)i/2

]
.

ΨL(x) =



c√
2

(
i√

3− 2
√
2 sin σ

)x

(x = 1, 2, · · · ),
c√
2

(x = 0),(
1 +

i√
2
e−

σ++3σ−
2

)
c

(
− i√

3 + 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).

ΨR(x) =



(
e−iσ+

√
2

− ie−
(σ++σ−)i

2

)
c

(
i√

3 + 2
√
2

)x

(x = 1, 2, · · · ),

ie−
(σ++σ−)i

2
c√
2

(x = 0),

ie−
(σ++σ−)i

2
c√
2

(
− i√

3 + 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).
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4. λ(4) = −λ(3),Ψ(4)(0) = Ψ(3)(0) = T[α(3), β(3)].

ΨL(x) =



c√
2

(
− i√

3− 2
√
2 sin σ

)x

(x = 1, 2, · · · ),
c√
2

(x = 0),(
1 +

i√
2
e−

σ++3σ−
2

)
c

(
i√

3 + 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).

ΨR(x) =



(
e−iσ+

√
2

− ie−
(σ++σ−)i

2

)
c

(
− i√

3 + 2
√
2

)x

(x = 1, 2, · · · ),

ie−
(σ++σ−)i

2
c√
2

(x = 0),

ie−
(σ++σ−)i

2
c√
2

(
i√

3 + 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).

本研究では定常測度が µ(x) = |ΨL(x)|2 + |ΨR(x)|2と定義されることに注意すると，定理 12が
成り立つ．

定理 12. 固有値 λ(j) (j = 1, 2, 3, 4)に対する定常測度は以下のようになる．

1. λ(1)と λ(2)に対して，以下が成り立つ．

|ΨL(x)|2 =



|c|2

2

(
1

3 + 2
√
2 sinσ

)x

(x = 1, 2, · · · ),

|c|2

2
(x = 0),{

3

2
+
√
2 sin

(
σ+ + 3σ−

2

)}
|c|2
(

1

3 + 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).

|ΨR(x)|2 =



(
3

2
+
√
2 sin σ

)
|c|2
(

1

3 + 2
√
2 sin σ

)x

(x = 1, 2, · · · ),

|c|2

2
(x = 0),

|c|2

2

(
1

3 + 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).

従って，以下のように定常測度が導かれる．

µ(x) =


(2 +

√
2 sin σ)|c|2

(
1

3 + 2
√
2 sin σ

)x

(x = 1, 2, · · · ),

|c|2 (x = 0),{
2 +

√
2 sin

(
σ+ + 3σ−

2

)}
|c|2
(

1

3 + 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).
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2. λ(3)と λ(4)に対して，以下が成り立つ．

|ΨL(x)|2 =



|c|2

2

(
1

3− 2
√
2 sin σ

)x

(x = 1, 2, · · · ),

|c|2

2
(x = 0),(

3

2
−
√
2 sin σ

)
|c|2
(

1

3− 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).

|ΨR(x)|2 =



{
3

2
−
√
2 sin σ

}
|c|2
(

1

3− 2
√
2 sin σ

)x

(x = 1, 2, · · · ),

|c|2

2
(x = 0),

|c|2

2

(
1

3− 2
√
2 sin σ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).

従って，以下のように定常測度が導かれる．

µ(x) =


(2−

√
2 sin σ)|c|2

(
1

3− 2
√
2 sin σ

)x

(x = 1, 2, · · · ),

|c|2 (x = 0),{
2−

√
2 sin

(
σ+ + 3σ−

2

)}
|c|2
(

1

3− 2
√
2 sinσ

)−x

(x = −1,−2, · · · ).

6.3.4 定理12の証明

固有値問題

U (s)Ψ = λΨ (λ ∈ C, |λ| = 1) (6.27)

を解く．但し，U (s)は二相系量子ウォークの時間発展を定義する∞×∞のユニタリ行列であ
る．固有値問題 (6.27)は以下と同値であることに注意する．

λΨ(x) = Px+1Ψ(x+ 1) +Qx−1Ψ(x− 1). (6.28)

但し，

Px =



1√
2

[
1 eiσ±

0 0

]
(x 6= 0),

[
1 0

0 0

]
(x = 0),

Qx =



1√
2

[
0 0

e−iσ± −1

]
(x 6= 0),

[
0 0

0 −1

]
(x = 0).

である．ここで，σ± ∈ [0, 2π)であることに注意する．固有値問題 (6.27)における解を各場所
x ∈ ZごとにΨ(x) = T[ΨL(x),ΨR(x)]とおくと以下の関係式が成り立つ．
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1. x = ±2,±3, · · · の場合．

λΨL(x) =
1√
2
ΨL(x+ 1) +

eiσ+

√
2
ΨR(x+ 1), (6.29)

λΨR(x) =
e−iσ±

√
2

ΨL(x− 1)− 1√
2
ΨR(x− 1). (6.30)

2. x = 1の場合．

λΨL(1) =
1√
2
ΨL(2) +

eiσ+

√
2
ΨR(2), (6.31)

λΨR(1) = −ΨR(0). (6.32)

3. x = −1の場合．

λΨL(−1) = ΨL(0), (6.33)

λΨR(−1) =
e−iσ−

√
2

ΨL(−2)− 1√
2
ΨR(−2). (6.34)

4. x = 0の場合．

λΨL(0) =
1√
2
ΨL(1) +

eiσ+

√
2
ΨR(1), (6.35)

λΨR(0) =
e−iσ−

√
2

ΨL(−1)− 1√
2
ΨR(−1). (6.36)

ここで，ΨL(x)とΨR(x)に対する母関数を導入する．j ∈ {L,R}として，{
f j
+(z) =

∑∞
x=1Ψ

j(x)zx,

f j
−(z) =

∑−∞
x=−1 Ψ

j(x)zx.
(6.37)

とおく．このとき，補題 10が成り立つ．

補題 10.

A± =

λ− 1√
2λ

− eiσ±

√
2z

±e−iσ±

√
2

z ∓λ+
z√
2

 , f±(z) =

[
fL
±(z)

fR
± (z)

]
,

a+(z) =

[
−λα

zβ)

]
, a−(z) =

[
z−1α

−λβ

]

88



とおく. 但し，ω = e2πiφ (φ ∈ (0, 1)), α = ΨL(0) かつ β = ΨR(0). このとき，

A±f±(z) = a±(z) (6.38)

の関係が成り立つ．

Proof. 式（6.29）と（6.30）より，以下が成り立つ．

λ
∞∑
x=2

ΨL(x)zx =
1√
2

∞∑
x=2

ΨL(x+ 1)zx +
eiσ+

√
2

∞∑
x=2

ΨR(x+ 1)zx,

λ
∞∑
x=2

ΨR(x)zx =
e−iσ+

√
2

∞∑
x=2

ΨL(x− 1)zx − 1√
2

∞∑
x=2

ΨR(x− 1)zx.

これら 2式より，

(
λ− 1√

2z

)
fL
+(z)−

eiσ+

√
2z

fR
+ (z) = λzΨL(1)− z√

2
(ΨL(2) + eiσ+ΨR(2))

− 1√
2
(ΨL(1) + eiσ+ΨR(1)), (6.39)

−e−iσ+
z√
2
fL
+(z)

(
λ+

z√
2

)
fR
+ (z) = −λzΨR(1) (6.40)

を得る．以下，この 2式の右辺を ΨL(0) と ΨR(0)で表す．α = ΨL(0), β = ΨR(0) とおく．式
(6.31)と (6.35)を式 (6.39)の右辺に代入して，(

λ− 1√
2z

fL
+(z)−

eiσ+

√
2z

)
fR
+ (z) = −λα (6.41)

が得られる．また，式 (6.32)を式 (6.40)の右辺に代入して，

−e−iσ+
z√
2
fL
+(z)

(
λ+

z√
2

)
fR
+ (z) = zΨR(0), (6.42)

λΨL(0) =
1√
2
ΨL(1) +

1√
2
ΨR(1)

を得る．次に，同様にして式（6.29）と（6.30）より，以下が成り立つ．

λ
−∞∑
x=−2

ΨL(x)zx =
1√
2

−∞∑
x=−2

ΨL(x+ 1)zx +
eiσ−

√
2

−∞∑
x=−2

ΨR(x+ 1)zx,

λ

−∞∑
x=−2

ΨR(x)zx =
e−iσ−

√
2

−∞∑
x=−2

ΨL(x− 1)zx − 1√
2

−∞∑
x=−2

ΨR(x− 1)zx.
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これら 2式より，(
λ− 1√

2z

)
fL
−(z)−

eiσ−

√
2z

fR
− (z) =

λ

z
ΨL(−1), (6.43)(

λ+
z√
2

)
fR
− (z)−

e−iσ−z√
2

fL
−(z) =

λ

z
ΨR(−1)− 1√

2z
(e−iσ−ΨL(−2)−ΨR(−2))

− 1√
2
(e−iσ−ΨL(−1)−ΨR(−1)) (6.44)

を得る. 式（6.33)を式（6.43)の右辺に代入して，(
λ− 1√

2z

)
fL
−(z)−

eiσ−

√
2z

fR
− (z) = z−1ΨL(0) (6.45)

が得られる．式（6.34)と式（6.36)を式（6.44)の右辺に代入して，(
λ+

z√
2

)
fR
− (z)−

e−iσ−z√
2

fL
−(z) = −λΨR(0) (6.46)

が導かれる．以上から，補題 10 の証明が終わる．

定理 12の証明に戻る．補題 10の式 (6.38)を解く．θs, θl ∈ Cを以下を満たすようにとる．

detA+ = − λ√
2z

{
z2 −

√
2

(
1

λ
− λ

)
z − 1

}
(6.47)

=
λ√
2z

(z − θl)(z − θs). (6.48)

但し，|θs| ≤ 1 ≤ |θl|.

式 (6.47)に注意すると，θsθl = −1である．次に，補題 10を用いて固有値問題 (6.27)における
固有ベクトルΨを各場所 xごとに導出していく．

1. fL
+(z)について．

fL
+(z) =

1

detA+

{
−
(
λ+

z√
2

)
(−λα) +

eiσ+

√
2z

zβ

}
= − zα

(z − θs)(z − θl)

{
z +

√
2λ+

βeiσ+

λα

}
.

ここで，θs = −
√
2λ− βeiσ+

λα
とおくと，

fL
+(z) = − αz

z − θl
= − αz

z + θ−1
s

=
−αθsz

1 + θsz

= −αθsz{1 + (−θsz) + (−θsz)
2 + · · · }

= α

∞∑
x=1

(−θsz)
x (6.49)
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が導かれる．即ち，

fL
+(z) =

∞∑
x=1

(−θsz)
x. (6.50)

従って，式 (6.50)と fL
+(z)の定義より，

ΨL(x) = α(−θs)
x (x ≥ 1). (6.51)

を得る．但し，

θs = −
√
2λ− βeiσ+

λα
. (6.52)

2. fR
+ (z)について．

同様に，θs =
β

λ(αe−iσ+ +
√
2β)
とおくと，

fR
+ (z) = −(αe−iσ+ +

√
2β)z

z − θl
= −(αe−iσ+ +

√
2β)z

z + θ−1
s

= −(αe−iσ+ +
√
2β)θsz

1 + θsz

= −(αe−iσ+ +
√
2β)θsz{1 + (−θsz) + (−θsz)

2 + · · · }

= (αe−iσ+ +
√
2β)

∞∑
x=1

(−θs)
xzx

が導かれる．即ち，

fR
+ (z) = (αe−iσ+ +

√
2β)

∞∑
x=1

(−θs)
xzx. (6.53)

従って

ΨR(x) = (αe−iσ+ +
√
2β)(−θs)

x (x ≥ 1) (6.54)

を得る．但し，

θs =
β

λ(αe−iσ+ +
√
2β)

. (6.55)

3. fL
−(z)について．
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同様に, θ−1
l = − α

λ(
√
2α− βeiσ−)

とおくと，

fL
−(z) =

θ−1
s θ−1

l z−1(βeiσ− −
√
2α)

z−1 − θ−1
s

=
θsz

−1(βe
√
2α)−iσ−

1− θsz−1
(6.56)

= θsz
−1(

√
2α− βeiσ−){1 + θsz

−1 + (θsz
−1)2 · · · } (6.57)

= (βeiσ− −
√
2α)

−∞∑
x=−1

(−θ−1
s z)x (6.58)

= (βeiσ− −
√
2α)

−∞∑
x=−1

(−θlz)
x (6.59)

が導かれる．即ち，

fL
−(z) = (βeiσ− −

√
2α)

−∞∑
x=−1

(−θlz)
x. (6.60)

従って，

ΨL(x) = (βeiσ− −
√
2α)(−θl)

x (x ≤ −1) (6.61)

を得る．但し，

θl = −λ(
√
2α− βeiσ−)

α
. (6.62)

4. fR
− (z)について．

同様に，θ−1
l =

√
2λ− αe−iσ−

λβ
とおくと，

fR
− (z) =

θ−1
s θ−1

l z−1β

z−1 − θ−1
s

=
−βθ−1

l z−1

1− θsz−1

= βθsz
−1{1 + (θsz

−1) + (θsz
−1)2 + · · · }

=
−∞∑
x=−1

β(−θl)
xzx

が導かれる．即ち，

fR
− (z) =

−∞∑
x=−1

β(−θl)
xzx. (6.63)
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従って，

ΨR(x) = β(−θl)
x (6.64)

を得る．但し，

θl =
λβ√

2λ2β − αe−iσ−
. (6.65)

次に，θsの 4つの表式 (6.52), (6.62), (6.55), (6.65)より，

−
√
2λ− βeiσ+

λα
=

β

λ(αe−iσ+ +
√
2β)

=
α

λ(
√
2α− βeiσ−)

=
αe−iσ−

λβ
− λ

√
2.

また，

α = ±iβeiσ̃. (6.66)

但し，σ̃ = (σ+ + σ−)/2.

以上より，命題 5が得られた．定常測度が µ(x) = |ΨL(x)|2 + |ΨR(x)|2で定義されることに注意
すると，定理 12が導かれる．

6.4 研究考察

6.4.1 シミュレーション結果との対応

以下に，初期状態ϕ = T[1, 0]とϕ = T[0, 1]の場合に，時刻 500における確率分布と時間平均
極限をシミュレーションした結果を載せる．
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図 6.1: 時刻 500における二相系量子ウォークの確率分布

図 6.2: 時刻 500における二相系量子ウォークの時間平均

これより，時間平均極限測度は原点に関して対称であるにも関わらず，確率分布は原点に関
して非対称になる場合もあることが分かる．確率分布の非対称性は時間平均極限測度には表れ
ていないことから，弱収束極限測度の拡散項で表されると示唆される．
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6.4.2 時間平均極限測度と定常測度の対応

モデルのパラメータ σ+, σ−が以下のような場合に限り，時間平均極限測度と定常測度が一
致する． {

|c|2 = µ∞(0),

σ+ + σ− = (2k + 1)π, or σ− = kπ (k ∈ Z).

6.5 本章のまとめと今後の展望
本章の研究では，

•典型的な非対称量子ウォークの 1つである二相系量子ウォークに対して，2種類の母関数法を
用いて時間平均極限測度と定常測度を導出した．
•時間平均極限測度は原点対称性を持ち，二相系量子ウォークは初期状態 ϕやパラメータ σに
依らずに局在化を起こすことが分かった．
•定常測度は原点に関して対称性を持たず，場所に関して指数的に減衰する．
•シミュレーション結果では，確率分布は初期状態やモデルのパラメータに依存して原点に関
して非対称になる場合もあるが，この非対称性は弱収束極限測度の拡散項で記述される，と示
唆される．
•定常測度は時間平均極限測度と完全には一致しないが，パラメータの選び方により一致する
場合もある．

今後は，
•弱収束極限測度の拡散項を時空間母関数法を用いて導出し，二相系量子ウォークの漸近挙動
の特性を明らかにする．
•二相系量子ウォークの時間平均極限測度と定常測度の関係の定性的な意味を明らかにし，量
子統計物理学や量子情報学との関連を模索する．
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第7章 総括

7.1 本論文のまとめ
本論文では，母関数を用いた複数の方法を 2種類の量子ウォークの漸近解析に用い，局在化

に対応する数学的な表式を導出するとともに，空間的に非一様な量子ウォークの漸近挙動の解
析手法の改善，構築を試みた．具体的には，1次元系における場所に関して非一様な 2つの量子
ウォークの解析を通して，時空間母関数法と分離型母関数法の適用範囲を調べた．また，2つ
の量子ウォークの時間平均極限測度と定常測度の特徴や関係を調べることで，モデルの特性を
調べようとした．

•「Wojcikモデルの極限定理」の研究では，Wojcik et al. [47]で導入され研究された量子ウォー
クの時間平均極限測度と定常測度を導出し，Wojcik モデルに対する局在化を表す数学的な表式
を与えた．局在化はモデルのパラメータや初期状態に強く依存し，時間平均極限測度と定常測
度は共に原点対称性を持ち，定常測度は場所に関して指数的に減少することが分かった．そし
て，時間平均極限測度が定常測度を完全に含む形をしており，Wojcik モデルは時空間母関数法
と分離型母関数法が適用できる良い例であるとも考えられる．また，パスの方法，CGMV法，
時空間母関数法の 3種類の方法で求めた原点における時間平均極限測度が全て一致した．この
ことは，時空間母関数法がWojcik モデルに対して有効であることを示唆する．

•「二相系量子ウォークの極限定理」の研究では，原点のみユニタリ行列が異なる量子ウォーク
を自然に非対称化したモデルとして原点に関して非対称な挙動をする二相系量子ウォークを提
案した．本研究により，非対称な一次元離散時間量子ウォークに対して初めて時間平均極限測
度，即ち局在化を表す数学的な表式が与えられた．局在化はモデルのパラメータ σ±や初期状態
に依存せずに起こり，時間平均極限測度と定常測度は共に原点に関して対称性を持ち，定常測
度は場所に関して指数的に減少することが分かった．そして，モデルのパラメータが特殊な周
期性を持つ場合に限り，時間平均極限測度と定常測度が完全に一致することが分かった．また，
いくつかの初期状態やパラメータに対する時刻 500におけるシミュレーションでは，確率分布
の時間平均は原点対称性を持つが確率分布は原点に関して非対称になる場合もあった．従って，
確率分布の非対称性は時間平均極限測度ではなく，弱収束極限測度によって記述されると示唆
される．

96



7.2 今後の研究の方向性
• 時間平均極限測度と定常測度が一致する，あるいは良い関係がある量子ウォークはどのよう
なタイプの量子ウォークか，を調べる．
•時間平均極限測度と定常測度の関係の定性的な意味は何か，を検証する．
•時空間母関数法の拡張や非一様量子ウォークの他の解析方法の構築．
•時空間母関数法や分離型母関数法などの適用限界を模索し，空間的に非一様な量子ウォーク
の解析方法の構築につなげる．
•2次元系をはじめとする高次元系の量子ウォークの解析方法の構築．
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